智浪教育—普惠英才文库

2011年全国初中数学联合竞赛试题参考答案及评分标准

说明：评阅试卷时，请依据本评分标准.第一试，选择题和填空题只设7分和0分两档；第二试各题，请按照本评分标准规定的评分档次给分.如果考生的解答方法和本解答不同，只要思路合理，步骤正确，在评卷时请参照本评分标准划分的档次，给予相应的分数.

第一试
一、选择题：（本题满分42分，每小题7分）
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【答】B.
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2．已知△
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的两条高线的长分别为5和20,若第三条高线的长也是整数，则第三条高线长的最大值为                                                                             （    ）

A．5.             B．6.              C．7.              D．8.

【答】B.

设△
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的面积为S，所求的第三条高线的长为h，则三边长分别为
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所以
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的最大整数值为6,即第三条高线的长的最大值为6.
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A．1个           B．2个            C．3个            D．4个

【答】C.
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综上，原方程有3个解．

.4．今有长度分别为1，2，…，9的线段各一条，现从中选出若干条线段组成“线段组”，由这一组线段恰好可以拼接成一个正方形，则这样的“线段组”的组数有                           （    ）

A．5组.          B．7组.          C．9组.            D．11组.
【答】C.

显然用这些线段去拼接成正方形，至少要7条．当用7条线段去拼接成正方形时，有3条边每边都用2条线段连接，而另一条边只用1条线段，其长度恰好等于其它3条边中每两条线段的长度之和．当用8条线段去拼接成正方形时，则每边用两条线段相接，其长度和相等．

又因为
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所以，组成边长为7、8、10、11的正方形，各有一种方法；组成边长为9的正方形，有5种方法。

故满足条件的“线段组”的组数为1×4＋5＝9．
5．如图，菱形ABCD中，
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【答】 D.

过F作AB的垂线，垂足为H．∵
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从而△FHE是等腰直角三角形，所以HE＝FH＝
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6．已知
[image: image59.wmf]2

1

1

1

=

+

+

z

y

x

，
[image: image60.wmf]3

1

1

1

=

+

+

x

z

y

，
[image: image61.wmf]4

1

1

1

=

+

+

y

x

z

，则
[image: image62.wmf]z

y

x

4

3

2

+

+

的值为    （    ）

A．1.          B．
[image: image63.wmf]2

3

.         C．2.          D．
[image: image64.wmf]2

5

.
【答】C.
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二、填空题：（本题满分28分，每小题7分）

1．在△ABC中，已知
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2．二次函数
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【答】 2．
由已知，得
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过D作
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3．能使
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【答】  11.
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【答】 24. 
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连AD，BC．因为AB为⊙O的直径，AF为⊙O的切线，所以
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又因为D为Rt△AEF的斜边EF的中点，
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在Rt△AEF中，由勾股定理得  
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第二试 （A）
一、（本题满分20分）已知三个不同的实数
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解  依次将题设中所给的四个方程编号为①，②，③，④．

设
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 两式相减，可解得
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……………………5分
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二．（本题满分25分）如图，在四边形ABCD中，已知
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第二试 （B）

一．（本题满分20分）题目和解答与（A）卷第一题相同. 
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                                                                ………………………25分
第二试 （C）
一．（本题满分20分）题目和解答与（A）卷第一题相同. 
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1

)

1

(

)

1

(

NN

NN

l

l

-

=

-

．

显然
[image: image385.wmf]1

¹

l

，即
[image: image386.wmf]0

1

¹

-

l

，∴ 
[image: image387.wmf]2

1

NN

NN

=

，∴
[image: image388.wmf]CN

是
[image: image389.wmf]ACB

Ð

的平分线．

                            ………………………25分
三．（本题满分25分）题目和解答与（B）卷第三题相同.


2012年全国初中数学联合竞赛试题参考答案

第一试
一、选择题：（本题满分42分，每小题7分）

1．已知
[image: image390.wmf]21

a

=-

，
[image: image391.wmf]32

b

=-

，
[image: image392.wmf]62

c

=-

，那么
[image: image393.wmf],,

abc

的大小关系是           （ C ）

A. 
[image: image394.wmf]abc

<<

      B. 
[image: image395.wmf]acb

<<

      C. 
[image: image396.wmf]bac

<<

       D.
[image: image397.wmf]bca

<<


解答：
[image: image398.wmf]211

21

1

21

a

-

=-==

+

，
[image: image399.wmf]1

32

32

b

=-=

+

，
[image: image400.wmf]21

62

623

1

2

c

=-==

+

+

，

由
[image: image401.wmf]21

+

显然：
[image: image402.wmf]bac

<<


2．方程
[image: image403.wmf]22

2334

xxyy

++=

的整数解
[image: image404.wmf](,)

xy

的组数为                              （ B ）

A．3.             B．4.              C．5.              D．6.

解答：
[image: image405.wmf]2222222

23232()234

xxyyxxyyyxyy

++=+++=++=


由0、1、2、3、4、5、6的平分别是0、1、4、9、16、25、36知唯有16+2
[image: image406.wmf]´

9=34

故
[image: image407.wmf]5555

54

4444

xyxyxyxy

xyy

yyyy

+=-+=+=+=-

ìììì

+=±=±

íííí

===-=-

îîîî

、

，

由

、

、

、

得


[image: image408.wmf]4444

=9=1=9=1

yyyy

xxxx

===-=-

ìììì

íííí

--

îîîî

、

、

、

共4组解。
3．已知正方形ABCD的边长为1，E为BC边的延长线上一点，CE＝1，连接AE，与CD交于点F，连接BF并延长与线段DE交于点G，则BG的长为                                           （ D ）
A．
[image: image409.wmf]6

3

           B．
[image: image410.wmf]5

3

            C．
[image: image411.wmf]26

3

            D．
[image: image412.wmf]25

3


[image: image413.emf]�

H

�
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�
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�
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�

D

�

A

�

C


解答：如图，做GH⊥BE于H，易证Rt△ABE∽Rt△GHB，设GH=a，则HE=a，BH=2-a，

由
[image: image414.wmf]GHBHa2-a2

==a=

ABBE123

得

解

得

，故BG=
[image: image415.wmf]25

3

。
4．已知实数
[image: image416.wmf],

ab

满足
[image: image417.wmf]22

1

ab

+=

，则
[image: image418.wmf]44

aabb

++

的最小值为                       （ B ）

A．
[image: image419.wmf]1

8

-

.          B．0.          C．1.            D．
[image: image420.wmf]9

8

.

解答：
[image: image421.wmf]442222222

19

=2=21=2()

48

aabbabababababab

+++-+-++--+

2

（

）


考查以ab整体为自变量的函数的图像为抛物线
[image: image422.wmf]2

19

y=2()

48

ab

--+

其对称轴为
[image: image423.wmf]1

4

ab

=


由
[image: image424.wmf]2222

2020

abababab

+-³++³

和

知
[image: image425.wmf]11

22

ab

-££


又
[image: image426.wmf]1111

()

4242

-->-

，故当
[image: image427.wmf]1

2

ab

=-

时，函数取最小值0。
5．若方程
[image: image428.wmf]2

2320

xpxp

+--=

的两个不相等的实数根
[image: image429.wmf]12

,

xx

满足
[image: image430.wmf]2323

1122

4()

xxxx

+=-+

，则实数
[image: image431.wmf]p

的所有可能的值之和为                                                             （ B ）

A．0.            B．
[image: image432.wmf]3

4

-

.              C．
[image: image433.wmf]1

-

.           D．
[image: image434.wmf]5

4

-

.

解答：方程
[image: image435.wmf]2

2320

xpxp

+--=

两个不相等的实数根

故
[image: image436.wmf]22

(2)4(32)412801

ppppp

D=++=++><-

解

得

-2<

。


[image: image437.wmf]12

,

xx

满足
[image: image438.wmf]1212

2,32

xxpxxp

+=-×=--


故
[image: image439.wmf]222

121212

()2

xxxxxx

+=+-

=
[image: image440.wmf]22

42(32)464

pppp

++=++



[image: image441.wmf]3322

12121122

()()

xxxxxxxx

+=+-+



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image442.wmf]232

2(4632)8184

ppppppp

=-+++=---


由
[image: image443.wmf]2323

1122

4()

xxxx

+=-+

得
[image: image444.wmf]2233

1212

4

xxxx

+++=


即
[image: image445.wmf]232

4648184

ppppp

++---

=4 整理得 
[image: image446.wmf](41)(2)0

ppp

-+=

解得
[image: image447.wmf]123

1

0,,2

4

ppp

==-=-


∵
[image: image448.wmf]1

p

<-

-2<

  ∴
[image: image449.wmf]2

1

4

p

=-

.
6．由1，2，3，4这四个数字组成四位数
[image: image450.wmf]abcd

（数字可重复使用），要求满足
[image: image451.wmf]acbd

+=+

.这样的四位数共有                                                                         （ C ）

A．36个.          B．40个.         C．44个.          D．48个.

解答：分为4类：

1）由同一个数字组成  如1111   共4个数

2）由两个不同数字组成  如1221 1122  2112  2211  而从4个数里面取2个共六种取法故此类 可构成4
[image: image452.wmf]´

6=24个数

3）由三个不同数字组成  如1232  3212  2123  2321 此类只有两种组合即1+3=2+2和2+4=3+3故可构成2
[image: image453.wmf]´

4=8个数

4）由四个不同数字组成  如1243  1342  4213  4312  2134  2431  3124  3421共8个

综上所有的数共4+24+8+8=44个
二、填空题：（本题满分28分，每小题7分）

1．已知互不相等的实数
[image: image454.wmf],,

abc

满足
[image: image455.wmf]111

abct

bca

+=+=+=

，则
[image: image456.wmf]t

=


[image: image457.wmf]1

±

．

解答：由
[image: image458.wmf]111

abct

bca

+=+=+=

得
[image: image459.wmf]1

b

ta

=

-

，
[image: image460.wmf]1

at

c

a

-

=

， 
[image: image461.wmf]11

at

t

taa

-

+=

-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image462.wmf]
整理得
[image: image463.wmf]32222

10

attataat

--+-+=

即
[image: image464.wmf]22

(1)(1)0

taat

--+=


同理得：
[image: image465.wmf]22

(1)(1)0

tbbt

--+=



[image: image466.wmf]22

(1)(1)0

tcct

--+=


若
[image: image467.wmf]2

10

t

-¹

，则
[image: image468.wmf],,

abc

为二次方程
[image: image469.wmf]2

10

xxt

-+=

的解这与
[image: image470.wmf],,

abc

互不相等矛盾，不满足题意，故
[image: image471.wmf]2

10

t

-=


即
[image: image472.wmf]2

1

t

=±


2．使得
[image: image473.wmf]521

m

´+

是完全平方数的整数
[image: image474.wmf]m

的个数为   1   ．

解答：
[image: image475.wmf]521

m

´+

=
[image: image476.wmf]1

(21)21221

mmm

+

+´+=++

，由题知
[image: image477.wmf]521

m

´+

为完全平方数，

故设
[image: image478.wmf]22

22121

mm

aa

+

++=++


1）若
[image: image479.wmf]22

2,22

mm

aa

+

==

得
[image: image480.wmf]22(1)

224

mm

m

+-

==

解

得


2）
[image: image481.wmf]22

2,221

mm

aam

+

===-

解

得

不合题意。

综上符合题意的
[image: image482.wmf]m

只有一个。

3．在△ABC中，已知AB＝AC，∠A＝40°，P为AB上一点，∠ACP＝20°，则
[image: image483.wmf]BC

AP

＝
[image: image484.wmf]3

．

[image: image485.png]



解答：如上图，作AD⊥BC于点D，交CP于点F，在AD上找点D，使∠ECD＝30°，如上图，
∵∠1＝∠2=
[image: image486.wmf]1

2

∠BAC=20°，∠3=20°∴∠4=70°-20°-30°=20°∴AF=FC,△APF≌△CEF.

在Rt△DEC中
[image: image487.wmf]3

cos5cos30

2

CD

CE

=Ð==

o

，故
[image: image488.wmf]BC2

3

AP

CD

CE

==


4．已知实数
[image: image489.wmf],,

abc

满足
[image: image490.wmf]1

abc

=-

，
[image: image491.wmf]4

abc

++=

，
[image: image492.wmf]222

4

3131319

abc

aabbcc

++=

------

，则
[image: image493.wmf]222

abc

++

＝
[image: image494.wmf]33

2

．

解答：
[image: image495.wmf]22
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=

313331

aabc

aaabcabcbcabcabcaabcbc

-

===

-----+--+---++



[image: image496.wmf]111

11(1)()

aabcbcbcbcbbc

===

---++--++--


同理：
[image: image497.wmf]22

111

,

313(1)(1)313

bc

bbbacaccccab

===

---+-----+



[image: image498.wmf]2

11

313(1)(1)

c

cccabab

==

---+--


故
[image: image499.wmf]1114

(1)(1)(1)(1)(1)(1)9

abaccb

++=

------


化简得：
[image: image500.wmf]9

1

4

abcacbcababc

-=---+++-

解得：
[image: image501.wmf]1

222

2

acbcab

++=-


由
[image: image502.wmf]2222

()2224

abcabcabbcac

++=+++++=

得：
[image: image503.wmf]222

133

16

22

abc

++=+=


第二试 （A）
一、（本题满分20分）已知直角三角形的边长均为整数，周长为30，求它的外接圆的面积.
解  设直角三角形的三边长分别为
[image: image504.wmf],,

abc

（
[image: image505.wmf]abc

£<

），则
[image: image506.wmf]30

abc

++=

.

显然，三角形的外接圆的直径即为斜边长
[image: image507.wmf]c

，下面先求
[image: image508.wmf]c

的值.

由
[image: image509.wmf]abc

£<

及
[image: image510.wmf]30

abc

++=

得
[image: image511.wmf]303

abcc

=++<

，所以
[image: image512.wmf]10

c

>

.

由
[image: image513.wmf]abc

+>

及
[image: image514.wmf]30

abc

++=

得
[image: image515.wmf]302

abcc

=++>

，所以
[image: image516.wmf]15

c

<

.

又因为
[image: image517.wmf]c

为整数，所以
[image: image518.wmf]1114

c

££

. 
根据勾股定理可得
[image: image519.wmf]222

abc

+=

，把
[image: image520.wmf]30

cab

=--

代入，化简得
[image: image521.wmf]30()4500

abab

-++=

，所以


[image: image522.wmf]22

(30)(30)450235

ab

--==´´

，

因为
[image: image523.wmf],

ab

均为整数且
[image: image524.wmf]ab

£

，所以只可能是
[image: image525.wmf]2

2

305,

3023,

a

b

ì

-=
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-=´

ï

î

解得
[image: image526.wmf]5,

12.

a

b

=

ì

í

=

î


所以，直角三角形的斜边长
[image: image527.wmf]13

c

=

，三角形的外接圆的面积为
[image: image528.wmf]169

4

p

. 

二．（本题满分25分）如图，PA为⊙O的切线，PBC为⊙O的割线，AD⊥OP于点D.证明：
[image: image529.wmf]2

ADBDCD

=×

.

证明：连接OA，OB，OC. 
∵OA⊥AP，AD⊥OP，∴由射影定理可得
[image: image530.wmf]2

PAPDPO

=×

，
[image: image531.wmf]2

ADPDOD

=×

. 

又由切割线定理可得
[image: image532.wmf]2

PAPBPC

=×

，∴
[image: image533.wmf]PBPCPDPO

×=×

，∴D、B、C、O四点共圆，

∴∠PDB＝∠PCO＝∠OBC＝∠ODC，∠PBD＝∠COD，∴△PBD∽△COD，

∴
[image: image534.wmf]PDBD

CDOD

=

，∴
[image: image535.wmf]2

ADPDODBDCD

=×=×

. 

三．（本题满分25分）已知抛物线
[image: image536.wmf]2

1

6

yxbxc

=-++

的顶点为P，与
[image: image537.wmf]x

轴的正半轴交于A
[image: image538.wmf]1

(,0)

x

、B
[image: image539.wmf]2

(,0)

x

（
[image: image540.wmf]12

xx

<

）两点，与
[image: image541.wmf]y

轴交于点C，PA是△ABC的外接圆的切线.设M
[image: image542.wmf]3

(0,)

2

-

，若AM//BC，求抛物线的解析式.

解  易求得点P
[image: image543.wmf]2

3

(3,)

2

bbc

+

，点C
[image: image544.wmf](0,)

c

.

设△ABC的外接圆的圆心为D，则点P和点D都在线段AB的垂直平分线上，设点D的坐标为
[image: image545.wmf](3,)

bm

.

显然，
[image: image546.wmf]12

,

xx

是一元二次方程
[image: image547.wmf]2

1

0

6

xbxc

-++=

的两根，所以
[image: image548.wmf]2

1

396

xbbc

=-+

，
[image: image549.wmf]2

2

396

xbbc

=++

，又AB的中点E的坐标为
[image: image550.wmf](3,0)

b

，所以AE＝
[image: image551.wmf]2

96

bc

+

.

因为PA为⊙D的切线，所以PA⊥AD，又AE⊥PD，所以由射影定理可得
[image: image552.wmf]2

AEPEDE

=×

，即
[image: image553.wmf]222

3

(96)()||

2

bcbcm

+=+×

，又易知
[image: image554.wmf]0

m

<

，所以可得
[image: image555.wmf]6

m

=-

.  

又由DA＝DC得
[image: image556.wmf]22

DADC

=

，即
[image: image557.wmf]22222

(96)(30)()

bcmbmc

++=-+-

，把
[image: image558.wmf]6

m

=-

代入后可解得
[image: image559.wmf]6

c

=-

（另一解
[image: image560.wmf]0

c

=

舍去）.  

又因为AM//BC，所以
[image: image561.wmf]OAOM

OBOC

=

，即
[image: image562.wmf]2

2

3

||

396

2

|6|

396

bbc

bbc

-

-+

=

-

++

.  

把
[image: image563.wmf]6

c

=-

代入解得
[image: image564.wmf]5

2

b

=

（另一解
[image: image565.wmf]5

2

b

=-

舍去）.

因此，抛物线的解析式为
[image: image566.wmf]2

15

6

62

yxx

=-+-

.  

第二试 （B）

一．（本题满分20分）已知直角三角形的边长均为整数，周长为60，求它的外接圆的面积.

解  设直角三角形的三边长分别为
[image: image567.wmf],,

abc

（
[image: image568.wmf]abc

£<

），则
[image: image569.wmf]60

abc

++=

.

显然，三角形的外接圆的直径即为斜边长
[image: image570.wmf]c

，下面先求
[image: image571.wmf]c

的值.

由
[image: image572.wmf]abc

£<

及
[image: image573.wmf]60

abc

++=

得
[image: image574.wmf]603

abcc

=++<

，所以
[image: image575.wmf]20

c

>

.

由
[image: image576.wmf]abc

+>

及
[image: image577.wmf]60

abc

++=

得
[image: image578.wmf]602

abcc

=++>

，所以
[image: image579.wmf]30

c

<

.

又因为
[image: image580.wmf]c

为整数，所以
[image: image581.wmf]2129

c

££

.     

根据勾股定理可得
[image: image582.wmf]222

abc

+=

，把
[image: image583.wmf]60

cab

=--

代入，化简得
[image: image584.wmf]60()18000

abab

-++=

，所以


[image: image585.wmf]322

(60)(60)1800235

ab

--==´´

， 

因为
[image: image586.wmf],

ab

均为整数且
[image: image587.wmf]ab

£

，所以只可能是
[image: image588.wmf]3

2

6025,

6035,

a

b

ì

-=´

ï
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-=´

ï

î

或
[image: image589.wmf]2
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6025,

6023,

a

b

ì

-=´
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ï
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解得
[image: image590.wmf]20,

15,

a

b

=

ì

í

=

î

或
[image: image591.wmf]10,

24.

a

b

=

ì

í

=

î

     

当
[image: image592.wmf]20,15

ab

==

时，
[image: image593.wmf]25

c

=

，三角形的外接圆的面积为
[image: image594.wmf]625

4

p

；

当
[image: image595.wmf]10,24

ab

==

时，
[image: image596.wmf]26

c

=

，三角形的外接圆的面积为
[image: image597.wmf]169

p

. 
二．（本题满分25分）如图，PA为⊙O的切线，PBC为⊙O的割线，AD⊥OP于点D，△ADC的外接圆与BC的另一个交点为E.证明：∠BAE＝∠ACB. 

证明：连接OA，OB，OC，BD.
∵OA⊥AP，AD⊥OP，∴由射影定理可得


[image: image598.wmf]2

PAPDPO

=×

，
[image: image599.wmf]2

ADPDOD

=×

.

又由切割线定理可得
[image: image600.wmf]2

PAPBPC

=×

，

∴
[image: image601.wmf]PBPCPDPO

×=×

，∴D、B、C、O四点共圆，

∴∠PDB＝∠PCO＝∠OBC＝∠ODC，

∠PBD＝∠COD，∴△PBD∽△COD， ∴
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，
∴
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又∠BDA＝∠BDP＋90°＝∠ODC＋90°＝∠ADC，∴△BDA∽△ADC， 

∴∠BAD＝∠ACD，∴AB是△ADC的外接圆的切线，∴∠BAE＝∠ACB.

三．（本题满分25分）题目和解答与（A）卷第三题相同.
第二试 （C）
一．（本题满分20分）题目和解答与（B）卷第一题相同. 

二．（本题满分25分）题目和解答与（B）卷第二题相同.
三．（本题满分25分）已知抛物线
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的顶点为P，与
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轴的正半轴交于A
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轴交于点C，PA是△ABC的外接圆的切线.将抛物线向左平移
[image: image611.wmf]24(31)
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个单位，得到的新抛物线与原抛物线交于点Q，且∠QBO＝∠OBC.求抛物线的解析式.

解  抛物线的方程即
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设△ABC的外接圆的圆心为D，则点P和点D都在线段AB的垂直平分线上，设点D的坐标为
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显然，
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xx

是一元二次方程
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，又AB的中点E的坐标为
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因为PA为⊙D的切线，所以PA⊥AD，又AE⊥PD，所以由射影定理可得
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，即
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将抛物线
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个单位后，得到的新抛物线为
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易求得两抛物线的交点为Q
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由∠QBO＝∠OBC可得
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解得
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因此，抛物线的解析式为
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