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第一讲：因式分解(一)

　　多项式的因式分解是代数式恒等变形的基本形式之一，它被广泛地应用于初等数学之中，是我们解决许多数学问题的有力工具．因式分解方法灵活，技巧性强，学习这些方法与技巧，不仅是掌握因式分解内容所必需的，而且对于培养学生的解题技能，发展学生的思维能力，都有着十分独特的作用．初中数学教材中主要介绍了提取公因式法、运用公式法、分组分解法和十字相乘法．本讲及下一讲在中学数学教材基础上，对因式分解的方法、技巧和应用作进一步的介绍．
　　1．运用公式法
　　在整式的乘、除中，我们学过若干个乘法公式，现将其反向使用，即为因式分解中常用的公式，例如：
　　(1)a2-b2=(a+b)(a-b)；
　　(2)a2±2ab+b2=(a±b)2；
　　(3)a3+b3=(a+b)(a2-ab+b2)；
　　(4)a3-b3=(a-b)(a2+ab+b2)．
　　下面再补充几个常用的公式：
　　(5)a2+b2+c2+2ab+2bc+2ca=(a+b+c)2；
　　(6)a3+b3+c3-3abc=(a+b+c)(a2+b2+c2-ab-bc-ca)；
　　(7)an-bn=(a-b)(an-1+an-2b+an-3b2+…+abn-2+bn-1)其中n为正整数；
　　(8)an-bn=(a+b)(an-1-an-2b+an-3b2-…+abn-2-bn-1)，其中n为偶数；
　　(9)an+bn=(a+b)(an-1-an-2b+an-3b2-…-abn-2+bn-1)，其中n为奇数．
　　运用公式法分解因式时，要根据多项式的特点，根据字母、系数、指数、符号等正确恰当地选择公式．
　　例1 分解因式：
　　(1)-2x5n-1yn+4x3n-1yn+2-2xn-1yn+4；
　　(2)x3-8y3-z3-6xyz；
　　(3)a2+b2+c2-2bc+2ca-2ab；
　　(4)a7-a5b2+a2b5-b7．
　　解 (1)原式=-2xn-1yn(x4n-2x2ny2+y4)

　　　　　　　=-2xn-1yn[(x2n)2-2x2ny2+(y2)2]

　　　　　　　=-2xn-1yn(x2n-y2)2 

　　　　　　　=-2xn-1yn(xn-y)2(xn+y)2．
　　(2)原式=x3+(-2y)3+(-z)3-3x(-2y)(-Z)

　　　　　 =(x-2y-z)(x2+4y2+z2+2xy+xz-2yz)．
　　(3)原式=(a2-2ab+b2)+(-2bc+2ca)+c2
　　　　　＝(a-b)2+2c(a-b)+c2
　　　　　=(a-b+c)2．
　　本小题可以稍加变形，直接使用公式(5)，解法如下：
　　原式=a2+(-b)2+c2+2(-b)c+2ca+2a(-b)

　　　　=(a-b+c)2
　　(4)原式=(a7-a5b2)+(a2b5-b7)

　　　　　 =a5(a2-b2)+b5(a2-b2)

　　　　　 =(a2-b2)(a5+b5)

　　　　　 =(a+b)(a-b)(a+b)(a4-a3b+a2b2-ab3+b4)

　　　　　 =(a+b)2(a-b)(a4-a3b+a2b2-ab3+b4)

　　例2 分解因式：a3+b3+c3-3abc．
　　本题实际上就是用因式分解的方法证明前面给出的公式(6)．
　　分析 我们已经知道公式
(a+b)3=a3+3a2b+3ab2+b3
　　的正确性，现将此公式变形为
a3+b3=(a+b)3-3ab(a+b)．
　　这个
　　解 原式=(a+b)3-3ab(a+b)+c3-3abc

　　　　　 =［(a+b)3+c3］-3ab(a+b+c)

　　　　　 =(a+b+c)［(a+b)2-c(a+b)+c2]-3ab(a+b+c)

　　　　　 =(a+b+c)(a2+b2+c2-ab-bc-ca)．
　　说明 公式(6)是一个应用极广的公式，用它可以推出很多有用的结论，例如：我们将公式(6)变形为
　　a3+b3+c3-3abc
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　　显然，当a+b+c=0时，则a3+b3+c3=3abc；当a+b+c＞0时，则a3+b3+c3-3abc≥0，即a3+b3+c3≥3abc，而且，当且仅当a=b=c时，等号成立．
　　如果令x=a3≥0，y=b3≥0，z=c3≥0，则有
[image: image3.jpg]+ty+
%)zl{,z




　　等号成立的充要条件是x=y=z．这也是一个常用的结论．
　　例3 分解因式：x15+x14+x13+…+x2+x+1．
　　分析 这个多项式的特点是：有16项，从最高次项x15开始，x的次数顺次递减至0，由此想到应用公式an-bn来分解．
　　解 因为
　　x16-1=(x-1)(x15+x14+x13+…x2+x+1)，
　　所以
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　　说明 在本题的分解过程中，用到先乘以(x-1)，再除以(x-1)的技巧，这一技巧在等式变形中很常用．
　　2．拆项、添项法
　　因式分解是多项式乘法的逆运算．在多项式乘法运算时，整理、化简常将几个同类项合并为一项，或将两个仅符号相反的同类项相互抵消为零．在对某些多项式分解因式时，需要恢复那些被合并或相互抵消的项，即把多项式中的某一项拆成两项或多项，或者在多项式中添上两个仅符合相反的项，前者称为拆项，后者称为添项．拆项、添项的目的是使多项式能用分组分解法进行因式分解．
　　例4 分解因式：x3-9x+8．
　　分析 本题解法很多，这里只介绍运用拆项、添项法分解的几种解法，注意一下拆项、添项的目的与技巧．
　　解法1 将常数项8拆成-1+9．
　　原式=x3-9x-1+9

　　　　=(x3-1)-9x+9

　　　　=(x-1)(x2+x+1)-9(x-1)

　　　　=(x-1)(x2+x-8)．
　　解法2 将一次项-9x拆成-x-8x．
　　原式=x3-x-8x+8

　　　　=(x3-x)+(-8x+8)

　　　　=x(x+1)(x-1)-8(x-1)

　　　　=(x-1)(x2+x-8)．
　　解法3 将三次项x3拆成9x3-8x3．
　　原式=9x3-8x3-9x+8

　　　　=(9x3-9x)+(-8x3+8)

　　　　=9x(x+1)(x-1)-8(x-1)(x2+x+1)

　　　　=(x-1)(x2+x-8)．
　　解法4 添加两项-x2+x2．
　　原式=x3-9x+8

　　　　=x3-x2+x2-9x+8

　　　　=x2(x-1)+(x-8)(x-1)

　　　　=(x-1)(x2+x-8)．
　　说明 由此题可以看出，用拆项、添项的方法分解因式时，要拆哪些项，添什么项并无一定之规，主要的是要依靠对题目特点的观察，灵活变换，因此拆项、添项法是因式分解诸方法中技巧性最强的一种．
　　例5 分解因式：
　　(1)x9+x6+x3-3；
　　(2)(m2-1)(n2-1)+4mn；
　　(3)(x+1)4+(x2-1)2+(x-1)4；
　　(4)a3b-ab3+a2+b2+1．
　　解 (1)将-3拆成-1-1-1．
　　原式=x9+x6+x3-1-1-1

　　　　=(x9-1)+(x6-1)+(x3-1)

　　　　=(x3-1)(x6+x3+1)+(x3-1)(x3+1)+(x3-1)

　　　　=(x3-1)(x6+2x3+3)

　　　　=(x-1)(x2+x+1)(x6+2x3+3)．
　　(2)将4mn拆成2mn+2mn．
　　原式=(m2-1)(n2-1)+2mn+2mn

　　　　=m2n2-m2-n2+1+2mn+2mn

　　　　=(m2n2+2mn+1)-(m2-2mn+n2)

　　　　=(mn+1)2-(m-n)2
　　　　=(mn+m-n+1)(mn-m+n+1)．
　　(3)将(x2-1)2拆成2(x2-1)2-(x2-1)2．
　　原式=(x+1)4+2(x2-1)2-(x2-1)2+(x-1)4
　　　　=［(x+1)4+2(x+1)2(x-1)2+(x-1)4]-(x2-1)2
　　　　=［(x+1)2+(x-1)2]2-(x2-1)2
　　　　=(2x2+2)2-(x2-1)2=(3x2+1)(x2+3)．
　　(4)添加两项+ab-ab．
　　原式=a3b-ab3+a2+b2+1+ab-ab

　　　　=(a3b-ab3)+(a2-ab)+(ab+b2+1)

　　　　=ab(a+b)(a-b)+a(a-b)+(ab+b2+1)

　　　　=a(a-b)［b(a+b)+1]+(ab+b2+1)

　　　　=[a(a-b)+1](ab+b2+1)

　　　　=(a2-ab+1)(b2+ab+1)．
　　说明 (4)是一道较难的题目，由于分解后的因式结构较复杂，所以不易想到添加+ab-ab，而且添加项后分成的三项组又无公因式，而是先将前两组分解，再与第三组结合，找到公因式．这道题目使我们体会到拆项、添项法的极强技巧所在，同学们需多做练习，积累经验．
　　3．换元法
　　换元法指的是将一个较复杂的代数式中的某一部分看作一个整体，并用一个新的字母替代这个整体来运算，从而使运算过程简明清晰．
　　例6 分解因式：(x2+x+1)(x2+x+2)-12．
　　分析 将原式展开，是关于x的四次多项式，分解因式较困难．我们不妨将x2+x看作一个整体，并用字母y来替代，于是原题转化为关于y的二次三项式的因式分解问题了．
　　解 设x2+x=y，则
　　原式=(y+1)(y+2)-12=y2+3y-10

　　　　=(y-2)(y+5)=(x2+x-2)(x2+x+5)

　　　　=(x-1)(x+2)(x2+x+5)．
　　说明 本题也可将x2+x+1看作一个整体，比如今x2+x+1=u，一样可以得到同样的结果，有兴趣的同学不妨试一试．
　　例7 分解因式：
(x2+3x+2)(4x2+8x+3)-90．
　　分析 先将两个括号内的多项式分解因式，然后再重新组合．
　　解 原式=(x+1)(x+2)(2x+1)(2x+3)-90

　　　　　 =[(x+1)(2x+3)][(x+2)(2x+1)]-90

　　　　　 =(2x2+5x+3)(2x2+5x+2)-90．
　　令y=2x2+5x+2，则
　　原式=y(y+1)-90=y2+y-90

　　　　=(y+10)(y-9)

　　　　=(2x2+5x+12)(2x2+5x-7)

　　　　=(2x2+5x+12)(2x+7)(x-1)．
　　说明 对多项式适当的恒等变形是我们找到新元(y)的基础．
　　例8 分解因式：
(x2+4x+8)2+3x(x2+4x+8)+2x2．
　　解 设x2+4x+8=y，则
　　原式=y2+3xy+2x2=(y+2x)(y+x)

　　　　=(x2+6x+8)(x2+5x+8)

　　　　=(x+2)(x+4)(x2+5x+8)．
　　说明 由本题可知，用换元法分解因式时，不必将原式中的元都用新元代换，根据题目需要，引入必要的新元，原式中的变元和新变元可以一起变形，换元法的本质是简化多项式．
　　例9 分解因式：6x4+7x3-36x2-7x+6．
　　解法1 原式=6(x4+1)＋7x(x2-1)-36x2
　　　　　　　=6［(x4-2x2+1)+2x2］+7x(x2-1)-36x2
　　　　　　　=6[(x2-1)2+2x2]+7x(x2-1)-36x2
　　　　　　　=6(x2-1)2+7x(x2-1)-24x2
　　　　　　　=[2(x2-1)-3x］［3(x2-1)+8x]

　　　　　　　=(2x2-3x-2)(3x2+8x-3)

　　　　　　　=(2x+1)(x-2)(3x-1)(x+3)．
　　说明 本解法实际上是将x2-1看作一个整体，但并没有设立新元来代替它，即熟练使用换元法后，并非每题都要设置新元来代替整体．
　　解法2
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　　原式=x2[6(t2+2)+7t-36]

　　　　=x2(6t2+7t-24)=x2(2t-3)(3t+8)

　　　　=x2[2(x-1/x)-3][3(x-1/x)+8]

　　　　=(2x2-3x-2)(3x2+8x-3)

　　　　=(2x+1)(x-2)(3x-1)(x+3)．
　　例10 分解因式：(x2+xy+y2)-4xy(x2+y2)．
　　分析 本题含有两个字母，且当互换这两个字母的位置时，多项式保持不变，这样的多项式叫作二元对称式．对于较难分解的二元对称式，经常令u=x+y，v=xy，用换元法分解因式．
　　解 原式=[(x+y)2-xy]2-4xy[(x+y)2-2xy]．令x+y=u，xy=v，则
　　原式=(u2-v)2-4v(u2-2v)

　　　　=u4-6u2v+9v2
　　　　=(u2-3v)2
　　　　=(x2+2xy+y2-3xy)2
　　　　=(x2-xy+y2)2．
第二讲：因式分解(二)

　　1．双十字相乘法
　　分解二次三项式时，我们常用十字相乘法．对于某些二元二次六项式(ax2+bxy+cy2+dx+ey+f)，我们也可以用十字相乘法分解因式．
　　例如，分解因式2x2-7xy-22y2-5x+35y-3．我们将上式按x降幂排列，并把y当作常数，于是上式可变形为
2x2-(5+7y)x-(22y2-35y+3)，
　　可以看作是关于x的二次三项式．
　　对于常数项而言，它是关于y的二次三项式，也可以用十字相乘法，分解为
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　　即：-22y2+35y-3=(2y-3)(-11y+1)．
　　再利用十字相乘法对关于x的二次三项式分解
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　　所以，原式=［x+(2y-3)］［2x+(-11y+1)］
　　　　      =(x+2y-3)(2x-11y+1)．
　　上述因式分解的过程，实施了两次十字相乘法．如果把这两个步骤中的十字相乘图合并在一起，可得到下图：
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　　它表示的是下面三个关系式：
　　(x+2y)(2x-11y)=2x2-7xy-22y2；
　　(x-3)(2x+1)=2x2-5x-3；
　　(2y-3)(-11y+1)=-22y2+35y-3．
　　这就是所谓的双十字相乘法．
　　用双十字相乘法对多项式ax2+bxy+cy2+dx+ey+f进行因式分解的步骤是：
　　(1)用十字相乘法分解ax2+bxy+cy2，得到一个十字相乘图(有两列)；
　　(2)把常数项f分解成两个因式填在第三列上，要求第二、第三列构成的十字交叉之积的和等于原式中的ey，第一、第三列构成的十字交叉之积的和等于原式中的dx．
　　例1 分解因式：
　　(1)x2-3xy-10y2+x+9y-2；
　　(2)x2-y2+5x+3y+4；
　　(3)xy+y2+x-y-2；
　　(4)6x2-7xy-3y2-xz+7yz-2z2．
　　解 (1)
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　　原式=(x-5y+2)(x+2y-1)．
　　(2)
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　　原式=(x+y+1)(x-y+4)．
　　(3)原式中缺x2项，可把这一项的系数看成0来分解．
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　　原式=(y+1)(x+y-2)．
　　(4)
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　　原式=(2x-3y+z)(3x+y-2z)．
　　说明 (4)中有三个字母，解法仍与前面的类似．
　　2．求根法
　　我们把形如anxn+an-1xn-1+…+a1x+a0(n为非负整数)的代数式称为关于x的一元多项式，并用f(x)，g(x)，…等记号表示，如
　　f(x)=x2-3x+2，g(x)=x5+x2+6，…，
　　当x=a时，多项式f(x)的值用f(a)表示．如对上面的多项式f(x)

　　f(1)=12-3×1+2=0；
　　f(-2)=(-2)2-3×(-2)+2=12．
　　若f(a)=0，则称a为多项式f(x)的一个根．
　　定理1(因式定理) 若a是一元多项式f(x)的根，即f(a)=0成立，则多项式f(x)有一个因式x-a．
　　根据因式定理，找出一元多项式f(x)的一次因式的关键是求多项式f(x)的根．对于任意多项式f(x)，要求出它的根是没有一般方法的，然而当多项式f(x)的系数都是整数时，即整系数多项式时，经常用下面的定理来判定它是否有有理根．
　　定理2　　[image: image14.jpg]%Eﬂﬂ’ﬁ%&z%%ﬁ%&%mﬁ

PR e
F() = agx® +ax™ +a,x™ heta, xta,




　　的根，则必有p是a0的约数，q是an的约数．特别地，当a0=1时，整系数多项式f(x)的整数根均为an的约数．
　　我们根据上述定理，用求多项式的根来确定多项式的一次因式，从而对多项式进行因式分解．
　　例2 分解因式：x3-4x2+6x-4．
　　分析 这是一个整系数一元多项式，原式若有整数根，必是-4的约数，逐个检验-4的约数：±1，±2，±4，只有
　　f(2)=23-4×22+6×2-4=0，
　　即x=2是原式的一个根，所以根据定理1，原式必有因式x-2．
　　解法1 用分组分解法，使每组都有因式(x-2)．
　　原式=(x3-2x2)-(2x2-4x)+(2x-4)

　　　　=x2(x-2)-2x(x-2)+2(x-2)

　　　　=(x-2)(x2-2x+2)．
　　解法2 用多项式除法，将原式除以(x-2)，
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　　所以
原式=(x-2)(x2-2x+2)．
　　说明 在上述解法中，特别要注意的是多项式的有理根一定是-4的约数，反之不成立，即-4的约数不一定是多项式的根．因此，必须对-4的约数逐个代入多项式进行验证．
　　例3 分解因式：9x4-3x3+7x2-3x-2．
　　分析 因为9的约数有±1，±3，±9；-2的约数有±1，±[image: image16.jpg]2, FIURAMEERATRER 1, 2, t%, £, o,
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为：
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　　所以，原式有因式9x2-3x-2．
　　解 9x4-3x3+7x2-3x-2

　　　=9x4-3x3-2x2+9x2-3x-2

　　　=x2(9x3-3x-2)+9x2-3x-2

　　　=(9x2-3x-2)(x2+1)

　　　=(3x+1)(3x-2)(x2+1)

　　说明 若整系数多项式有分数根，可将所得出的含有分数的因式化为整系数因式，如上题中的因式
[image: image18.jpg]



　　可以化为9x2-3x-2，这样可以简化分解过程．
　　总之，对一元高次多项式f(x)，如果能找到一个一次因式(x-a)，那么f(x)就可以分解为(x-a)g(x)，而g(x)是比f(x)低一次的一元多项式，这样，我们就可以继续对g(x)进行分解了．
　　3．待定系数法
　　待定系数法是数学中的一种重要的解题方法，应用很广泛，这里介绍它在因式分解中的应用．
　　在因式分解时，一些多项式经过分析，可以断定它能分解成某几个因式，但这几个因式中的某些系数尚未确定，这时可以用一些字母来表示待定的系数．由于该多项式等于这几个因式的乘积，根据多项式恒等的性质，两边对应项系数应该相等，或取多项式中原有字母的几个特殊值，列出关于待定系数的方程(或方程组)，解出待定字母系数的值，这种因式分解的方法叫作待定系数法．
　　例4 分解因式：x2+3xy+2y2+4x+5y+3．
　　分析 由于
　　(x2+3xy+2y2)=(x+2y)(x+y)，
　　若原式可以分解因式，那么它的两个一次项一定是x+2y+m和x＋y＋n的形式，应用待定系数法即可求出m和n，使问题得到解决．
　　解 设
　　x2+3xy+2y2+4x+5y+3

　　=(x+2y+m)(x+y+n)

　　=x2+3xy+2y2+(m+n)x+(m+2n)y+mn，
　　比较两边对应项的系数，则有
[image: image19.jpg]m+n=4,
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　　解之得m=3，n=1．所以
原式=(x+2y+3)(x+y+1)．
　　说明 本题也可用双十字相乘法，请同学们自己解一下．
　　例5 分解因式：x4-2x3-27x2-44x+7．
　　分析 本题所给的是一元整系数多项式，根据前面讲过的求根法，若原式有有理根，则只可能是±1，±7(7的约数)，经检验，它们都不是原式的根，所以，在有理数集内，原式没有一次因式．如果原式能分解，只能分解为(x2+ax+b)(x2+cx+d)的形式．
　　解 设
　　原式=(x2+ax+b)(x2+cx+d)

　　　　=x4+(a+c)x3+(b+d+ac)x2+(ad+bc)x+bd，
　　所以有
[image: image20.jpg]ate=-2,
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　　由bd=7，先考虑b=1，d=7有
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　　所以
　　原式=(x2-7x+1)(x2+5x+7)．
　　说明 由于因式分解的唯一性，所以对b=-1，d=-7等可以不加以考虑．本题如果b=1，d=7代入方程组后，无法确定a，c的值，就必须将bd=7的其他解代入方程组，直到求出待定系数为止．
　　本题没有一次因式，因而无法运用求根法分解因式．但利用待定系数法，使我们找到了二次因式．由此可见，待定系数法在因式分解中也有用武之地．
 第三讲 实数的若干性质和应用

　实数是高等数学特别是微积分的重要基础．在初中代数中没有系统地介绍实数理论，是因为它涉及到极限的概念．这一概念对中学生而言，有一定难度．但是，如果中学数学里没有实数的概念及其简单的运算知识，中学数学也将无法继续学习下去了．例如，即使是一元二次方程，只有有理数的知识也是远远不够用的．因此，适当学习一些有关实数的基础知识，以及运用这些知识解决有关问题的基本方法，不仅是为高等数学的学习打基础，而且也是初等数学学习所不可缺少的．本讲主要介绍实数的一些基本知识及其应用．
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用于解决许多问题，例如，不难证明：任何两个有理数的和、差、积、商还是有理数，或者说，有理数对加、减、乘、除(零不能做除数)是封闭的．
　　性质1 任何一个有理数都能写成有限小数(整数可以看作小数点后面为零的小数)或循环小数的形式，反之亦然．
　　例1[image: image24.jpg]EBRBER NG 2 61545454 = 2 6154 B HIBH.




　　分析 要说明一个数是有理数，其关键要看它能否写成两个整数比的形式．
　　证 设
　　[image: image25.jpg]x=26154, @




　　两边同乘以100得
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　　②-①得
　　99x=261.54-2.61=258.93，
　　[image: image27.jpg]_ 25893
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无限不循环小数称为无理数．有理数对四则运算是封闭的，而无理[image: image29.jpg]BSTEEON. 2 R BF-ERTER. i, LATEE
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是说，无理数对四则运算是不封闭的，但它有如下性质． 

　　性质2 设a为有理数，b为无理数，则
　　(1)a+b，a-b是无理数；
　　[image: image30.jpg](2) Hatoef, avv, TREEM.




　　有理数和无理数统称为实数，即
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　　在实数集内，没有最小的实数，也没有最大的实数．任意两个实数，可以比较大小．全体实数和数轴上的所有点是一一对应的．在实数集内进行加、减、乘、除(除数不为零)运算，其结果仍是实数(即实数对四则运算的封闭性)．任一实数都可以开奇次方，其结果仍是实数；只有当被开方数为非负数时，才能开偶次方，其结果仍是实数．
　　例2
　　[image: image32.jpg]



　　分析
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　　证
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　　所以
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　　分析 要证明一个实数为无限不循环小数是一件极难办到的事．由于有理数与无理数共同组成了实数集，且二者是矛盾的两个对立面，所以，判定一个实数是无理数时，常常采用反证法．
　　证 用反证法．
　　[image: image39.jpg]
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　　所以p一定是偶数．设p=2m(m是自然数)，代入①得
　　4m2＝2q2，q2＝2m2，
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　　例4 若a1+b1a=a2+b2a(其中a1，a2，b1，b2为有理数，a为无理数)，则a1=a2，b1=b2，反之，亦成立．
　　分析 设法将等式变形，利用有理数不能等于无理数来证明．
　　证 将原式变形为(b1-b2)a=a2-a1．若b1≠b2，则
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　　反之，显然成立．
　　说明 本例的结论是一个常用的重要运算性质．
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是无理数，并说明理由．
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　　整理得：[image: image47.jpg]



　　由例4知
　　a＝Ab，1=A，
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　　说明 本例并未给出确定结论，需要解题者自己发现正确的结[image: image49.jpg]a+y3
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有理数作为立足点，以其作为推理的基础．

　　例6 已知a，b是两个任意有理数，且a＜b，求证：a与b之间存在着无穷多个有理数(即有理数集具有稠密性)．
　　分析 只要构造出符合条件的有理数，题目即可被证明．
　　证 因为a＜b，所以2a＜a+b＜2b，所以
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　　说明 构造具有某种性质的一个数，或一个式子，以达到解题和证明的目的，是经常运用的一种数学建模的思想方法．
　　例7 已知a，b是两个任意有理数，且a＜b，问是否存在无理数α，使得a＜α＜b成立？
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　　由①，②有
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存在无理数α，使得a＜α＜b成立．
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b4+12b3+37b2+6b-20

　　的值．
　　分析 因为无理数是无限不循环小数，所以不可能把一个无理数的小数部分一位一位确定下来，这样涉及无理数小数部分的计算题，往往是先估计它的整数部分(这是容易确定的)，然后再寻求其小数部分的表示方法．
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　　14=9+6b+b2，所以b2+6b=5．
　　b4+12b3+37b2+6b-20

　　=(b4+2·6b3+36b2)+(b2+6b)-20

　　=(b2+6b)2+(b2+6b)-20

　　=52+5-20=10．
　　例9 求满足条件
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　　的自然数a，x，y．
　　解 将原式两边平方得
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　　由①式变形为
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　　两边平方得
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　　[image: image69.jpg]B XkA0, FiALVERTIRE, M -6-K*RHEH, TE. BT
0B kv --f=0.

x+y-





　　[image: image70.jpg]B {x+y ;





[image: image71.jpg]NEHx - Jy = Ja-2/6>0, Fibh>y, FTNBRFHEOELEN
w=T1; Hx=3, y=2, a=5.





　　例10 设an是12+22+32+…+n2的个位数字，n=1，2，3，…，求证：0.a1a2a3…an…是有理数．
　　分析 有理数的另一个定义是循环小数，即凡有理数都是循环小数，反之循环小数必为有理数．所以，要证0.a1a2a3…an…是有理数，只要证它为循环小数．因此本题我们从寻找它的循环节入手．
　　证 计算an的前若干个值，寻找规律：1，5，4，0，5，1，0，4，5，5，6，0，9，5，0，6，5，9，0，0，1，5，4，0，5，1，0，4，…发现：a20=0，a21=a1，a22=a2，a23=a3，…，于是猜想：ak+20=ak，若此式成立，说明0.a1a2…an…是由20个数字组成循环节的循环小数，即
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　　下面证明ak+20=ak．
　　令f(n)=12+22+…+n2，当f(n+20)-f(n)是10的倍数时，表明f(n+20)与f(n)有相同的个位数，而
　　f(n+20)-f(n)

　　=(n+1)2+(n+2)2+…+(n+20)2
　　=10(2n2+42·n)+(12+22+…+202)．
　　由前面计算的若干值可知：12+22+…+202是10的倍数，故ak+20=ak成立，所以0.a1a2…an…是一个有理数．
 第四讲 分式的化简与求值

　　分式的有关概念和性质与分数相类似，例如，分式的分母的值不能是零，即分式只有在分母不等于零时才有意义；也像分数一样，分式的分子与分母都乘以(或除以)同一个不等于零的整式，分式的值不变，这一性质是分式运算中通分和约分的理论根据．在分式运算中，主要是通过约分和通分来化简分式，从而对分式进行求值．除此之外，还要根据分式的具体特征灵活变形，以使问题得到迅速准确的解答．本讲主要介绍分式的化简与求值．
　　例1 化简分式：
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　　分析 直接通分计算较繁，先把每个假分式化成整式与真分式之和的形式，再化简将简便得多．
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　　 　　　＝［(2a+1)-(a-3)-(3a+2)+(2a-2)］
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　　说明 本题的关键是正确地将假分式写成整式与真分式之和的形式．
　　例2 求分式[image: image78.jpg]



　　当a=2时的值．
　　分析与解 先化简再求值．直接通分较复杂，注意到平方差公式：a2-b2=(a+b)(a-b)，
　　可将分式分步通分，每一步只通分左边两项．
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　　例3 若abc=1，求[image: image81.jpg]a b © mig
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　　分析 本题可将分式通分后，再进行化简求值，但较复杂．下面介绍几种简单的解法．
　　解法1 因为abc=1，所以a，b，c都不为零．
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　　解法2 因为abc=1，所以a≠0，b≠0，c≠0．
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　　例4 化简分式：
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　　分析与解 三个分式一齐通分运算量大，可先将每个分式的分母分解因式，然后再化简．
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　　说明
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　　互消掉的一对相反数，这种化简的方法叫“拆项相消”法，它是分式化简中常用的技巧．
　　例5 化简计算(式中a，b，c两两不相等)：
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似的，对于这个分式，显然分母可以分解因式为(a-b)(a-c)，而分子又恰好凑成(a-b)+(a-c)，因此有下面的解法．
　　解
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　　说明 本例也是采取“拆项相消”法，所不同的是利用[image: image93.jpg]BT,




　　例6 已知：x+y+z=3a(a≠0，且x，y，z不全相等)，求
　　[image: image94.jpg]Grab oG oaE gz d g
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　　分析 本题字母多，分式复杂．若把条件写成(x-a)+(y-a)+(z-a)=0，那么题目只与x-a，y-a，z-a有关，为简化计算，可用换元法求解．
　　解 令x-a=u，y-a=v，z-a=w，则分式变为[image: image95.jpg]WAV H B+ +w =0, Bty w = FTFAE
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u2+v2+w2+2(uv+vw+wu)=0．
　　由于x，y，z不全相等，所以u，v，w不全为零，所以u2+v2+w2≠0，从而有
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　　说明 从本例中可以看出，换元法可以减少字母个数，使运算过程简化．
　　例7 化简分式：
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适当变形，化简分式后再计算求值．
　　[image: image105.jpg]B ox=y19-83=-16-204°3+3
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　　[image: image106.jpg]


　
　　(x-4)2=3，即x2-8x+13＝0．
　　原式分子=(x4-8x3+13x2)+(2x3-16x2+26x)+(x2-8x+13)+10

　　　　　　=x2(x2-8x+13)+2x(x2-8x+13)+(x2-8x+13)+10

　　　　　　=10，
　　原式分母=(x2-8x+13)+2=2，
　　[image: image107.jpg]



　　说明 本例的解法采用的是整体代入的方法，这是代入消元法的一种特殊类型，应用得当会使问题的求解过程大大简化．
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　　解法1 利用比例的性质解决分式问题．
　　(1)若a+b+c≠0，由等比定理有
　　[image: image109.jpg]atb+c
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　　所以
　　a+b-c=c，a-b+c=b，-a+b+c=a，
　　于是有
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　　(2)若a+b+c=0，则
　　a+b=-c，b+c=-a，c+a=-b，
　　于是有
　　[image: image111.jpg]@+b)a+gbre (orah)
abc abc



 

　　说明 比例有一系列重要的性质，在解决分式问题时，灵活巧妙地使用，便于问题的求解．
　　解法2 设参数法．令
　　[image: image112.jpg]



　　则
　　a+b=(k+1)c，①
　　a+c=(k+1)b，②
　　b+c=(k+1)a．③
　　①+②+③有
　　2(a+b+c)=(k+1)(a+b+c)，
　　所以 (a+b+c)(k-1)=0，
　　故有k=1或 a+b+c=0．
　　当k=1时，
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　　当a+b+c=0时，
　　说明 引进一个参数k表示以连比形式出现的已知条件，可使已知条件便于使用．
第五讲 恒等式的证明

　　代数式的恒等变形是初中代数的重要内容，它涉及的基础知识较多，主要有整式、分式与根式的基本概念及运算法则，因式分解的知识与技能技巧等等，因此代数式的恒等变形是学好初中代数必备的基本功之一．本讲主要介绍恒等式的证明．首先复习一下基本知识，然后进行例题分析．
　　两个代数式，如果对于字母在允许范围内的一切取值，它们的值都相等，则称这两个代数式恒等．
　　把一个代数式变换成另一个与它恒等的代数式叫作代数式的恒等变形．恒等式的证明，就是通过恒等变形证明等号两边的代数式相等．
　　证明恒等式，没有统一的方法，需要根据具体问题，采用不同的变形技巧，使证明过程尽量简捷．一般可以把恒等式的证明分为两类：一类是无附加条件的恒等式证明；另一类是有附加条件的恒等式的证明．对于后者，同学们要善于利用附加条件，使证明简化．下面结合例题介绍恒等式证明中的一些常用方法与技巧．
　　1．由繁到简和相向趋进
　　恒等式证明最基本的思路是“由繁到简”(即由等式较繁的一边向另一边推导)和“相向趋进”(即将等式两边同时转化为同一形式)．
　　例1 已知x+y+z=xyz，证明：x(1-y2)(1-z2)+y(1-x2)(1-z2)+z(1-x2)(1-y2)=4xyz．
　　分析 将左边展开，利用条件x+y+z=xyz，将等式左边化简成右边．
　　证 因为x+y+z=xyz，所以
　　左边=x(1-z2-y2-y2z2)+y(1-z2-x2+x2z2)+(1-y2-x2+x2y2) 

　　　　=(x+y+z)-xz2-xy2+xy2z2-yz2+yx2+yx2z2-zy2-zx2+zx2y2
　　　　=xyz-xy(y+x)-xz(x+z)-yz(y+z)+xyz(xy+yz+zx)

　　　　=xyz-xy(xyz-z)-xz(xyz-y)-yz(xyz-x)+xyz(xy+yz+zx)

　　　　=xyz+xyz+xyz+xyz

　　　　=4xyz=右边．
　　说明 本例的证明思路就是“由繁到简”．
　　例2 已知1989x2=1991y2=1993z2，x＞0，y＞0，z＞0，且
　　[image: image115.jpg]Ll
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　　证 令1989x2=1991y2=1993z2=k(k＞0)，则
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　　又因为
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　　所以
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　　所以
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　　说明 本例的证明思路是“相向趋进”，在证明方法上，通过设参数k，使左右两边同时变形为同一形式，从而使等式成立．
　　2．比较法
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a=b(比商法)．这也是证明恒等式的重要思路之一． 

　　例3 求证：
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　　分析 用比差法证明左-右=0．本例中，
　　[image: image123.jpg]2 2 2
a’ -be b’ -ca ¢t -ab

L e r e oo




　　这个式子具有如下特征：如果取出它的第一项，把其中的字母轮换，即以b代a，c代b，a代c，则可得出第二项；若对第二项的字母实行上述轮换，则可得出第三项；对第三项的字母实行上述轮换，可得出第一项．具有这种特性的式子叫作轮换式．利用这种特性，可使轮换式的运算简化．
　　证 因为
　　[image: image124.jpg]a’ - be a’ +ac-ac-be
@+b)a+tc) (a+tbia+to)



　
　　　　　　　　[image: image125.jpg]_aatc)-cla+tb) __a




　
　　所以
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　　所以
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　　说明 本例若采用通分化简的方法将很繁．像这种把一个分式分解成几个部分分式和的形式，是分式恒等变形中的常用技巧．
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全不为零．证明：

　　(1+p)(1+q)(1+r)=(1-p)(1-q)(1-r)．
　　[image: image129.jpg]



　　同理
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　　所以
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　　所以(1+p)(1+q)(1+r)=(1-p)(1-q)(1-r)．
　　说明 本例采用的是比商法．
　　3．分析法与综合法
　　根据推理过程的方向不同，恒等式的证明方法又可分为分析法与综合法．分析法是从要求证的结论出发，寻求在什么情况下结论是正确的，这样一步一步逆向推导，寻求结论成立的条件，一旦条件成立就可断言结论正确，即所谓“执果索因”．而综合法正好相反，它是“由因导果”，即从已知条件出发顺向推理，得到所求结论．
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　　证 要证 a2+b2+c2=(a+b-c)2，只要证
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a2+b2+c2=a2+b2+c2+2ab-2ac-2bc，
　　只要证 ab=ac+bc，
　　只要证 c(a+b)=ab，
　　只要证
　　这最后的等式正好是题设，而以上推理每一步都可逆，故所求证的等式成立．
　　说明 本题采用的方法是典型的分析法．
　　例6 已知a4+b4+c4+d4=4abcd，且a，b，c，d都是正数，求证：a=b=c=d．
　　证 由已知可得
a4+b4+c4+d4-4abcd=0，
　　(a2-b2)2+(c2-d2)2+2a2b2+2c2d2-4abcd=0，
　　所以
　　(a2-b2)2+(c2-d2)2+2(ab-cd)2=0．
　　因为(a2-b2)2≥0，(c2-d2)2≥0，(ab-cd)2≥0，所以
　　a2-b2=c2-d2=ab-cd=0，
　　所以 (a+b)(a-b)=(c+d)(c-d)＝0．
　　又因为a，b，c，d都为正数，所以a+b≠0，c+d≠0，所以
　　a＝b，c=d．
　　所以
　　ab-cd=a2-c2=(a+c)(a-c)=0，
　　所以a＝c．故a=b＝c=d成立．
　　说明 本题采用的方法是综合法．
　　4．其他证明方法与技巧
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　　求证：8a+9b+5c=0．
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　　a+b=k(a-b)，b+c=2k(b-c)，
　　(c+a)=3k(c-a)．
　　所以
　　6(a+b)=6k(a-b)，
　　3(b+c)=6k(b-c)，
　　2(c+a)=6k(c-a)．以上三式相加，得
　　6(a+b)+3(b+c)+2(c+a)

　　=6k(a-b+b-c+c-a)，
　　即 8a+9b+5c=0．
　　说明 本题证明中用到了“遇连比设为k”的设参数法，前面的例2用的也是类似方法．这种设参数法也是恒等式证明中的常用技巧．
　　例8 已知a+b+c=0，求证
　　2(a4+b4+c4)＝(a2+b2+c2)2．
　　分析与证明 用比差法，注意利用a+b+c=0的条件．
　　左-右=2(a4+b4+c4)-(a2+b2+c2)2
　　　　=a4+b4+c4-2a2b2-2b2c2-2c2a2
　　　　=(a2-b2-c2)2-4b2c2
　　　　=(a2-b2-c2+2bc)(a2-b2-c2-2bc)

　　　　=[a2-(b-c)2][a2-(b+c)2]

　　　　=(a-b+c)(a+b-c)(a-b-c)(a+b+c)=0．所以等式成立．
　　说明 本题证明过程中主要是进行因式分解．
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　　分析 本题的两个已知条件中，包含字母a，x，y和z，而在求证的结论中，却只包含a，x和z，因此可以从消去y着手，得到如下证法．
　　证 由已知
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　　说明 本题利用的是“消元”法，它是证明条件等式的常用方法．
　　例10 证明：
　　(y+z-2x)3+(z+x-2y)3+(x+y-2z)3
　　=3(y+z-2x)(z+x-2y)(x+y-2z)．
　　分析与证明 此题看起来很复杂，但仔细观察，可以使用换元法．令
y+z-2x=a，①
z+x-2y=b，②
x+y-2z=c，③
　　则要证的等式变为
a3+b3+c3=3abc．
　　联想到乘法公式：
　　a3+b3+c3-3abc=(a+b+c)(a2+b2+c2-ab-bc-ca)，所以将①，②，③相加有
　　a+b+c=y+z-2x+z+x-2y+x+y-2z=0，
　　所以 a3+b3+c3-3abc=0，
　　所以
　　(y+z-2x)3+(z+x-2y)3+(x+y-2z)3
　　=3(y+z-2x)(z+x-2y)(x+y-2z)．
　　说明 由本例可以看出，换元法也可以在恒等式证明中发挥效力．
　　例11 设x，y，z为互不相等的非零实数，且
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　　求证：x2y2z2=1．
　　分析 本题x，y，z具有轮换对称的特点，我们不妨先看二元的[image: image142.jpg]&, Box yHETERNIEFEH, Hx+—*y+f Rilx’y
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　　所以x2y2=1．三元与二元的结构类似．
　　证 由已知有
　　[image: image144.jpg]



　　①×②×③得x2y2z2=1．
　　说明 这种欲进先退的解题策略经常用于探索解决问题的思路中．
总之，从上面的例题中可以看出，恒等式证明的关键是代数式的变形技能．同学们要在明确变形目的的基础上，深刻体会例题中的

常用变形技能与方法，这对以后的数学学习非常重要．
第六讲 代数式的求值

　　代数式的求值与代数式的恒等变形关系十分密切．许多代数式是先化简再求值，特别是有附加条件的代数式求值问题，往往需要利用乘法公式、绝对值与算术根的性质、分式的基本性质、通分、约分、根式的性质等等，经过恒等变形，把代数式中隐含的条件显现出来，化简，进而求值．因此，求值中的方法技巧主要是代数式恒等变形的技能、技巧和方法．下面结合例题逐一介绍．
　　1．利用因式分解方法求值
　　因式分解是重要的一种代数恒等变形，在代数式化简求值中，经常被采用．
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　　分析 x的值是通过一个一元二次方程给出的，若解出x后，再求值，将会很麻烦．我们可以先将所求的代数式变形，看一看能否利用已知条件．
　　解 已知条件可变形为3x2+3x-1=0，所以
　　6x4+15x3+10x2
　　=(6x4+6x3-2x2)+(9x3+9x2-3x)+(3x2+3x-1)+1

　　=(3x2+3x-1)(2z2+3x+1)+1

　　=0+1=1．
　　说明 在求代数式的值时，若已知的是一个或几个代数式的值，这时要尽可能避免解方程(或方程组)，而要将所要求值的代数式适当变形，再将已知的代数式的值整体代入，会使问题得到简捷的解答．
　　例2 已知a，b，c为实数，且满足下式：
　　a2+b2+c2=1，①
　　[image: image146.jpg]



　　求a+b+c的值．
　　解 将②式因式分解变形如下
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　　即
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　　所以
　　a+b+c=0或bc+ac+ab=0．
　　若bc+ac+ab=0，则
　　(a+b+c)2=a2+b2+c2+2(bc+ac+ab)

　　　　　　=a2+b2+c2=1，
　　所以 a+b+c=±1．所以a+b+c的值为0，1，-1．
　　说明 本题也可以用如下方法对②式变形：
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　　即
　　[image: image151.jpg]atbtc atb+c
a b

R (avo e





　　前一解法是加一项，再减去一项；这个解法是将3拆成1+1+1，最终都是将②式变形为两个式子之积等于零的形式．
　　2．利用乘法公式求值
　　例3 已知x+y=m，x3+y3=n，m≠0，求x2+y2的值．
　　解 因为x+y=m，所以
　　m3=(x+y)3=x3+y3+3xy(x+y)=n+3m·xy，
　　[image: image152.jpg]PR xy=
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　　所以
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求x2+6xy+y2的值．
　　分析 将x，y的值直接代入计算较繁，观察发现，已知中x，y的值正好是一对共轭无理数，所以很容易计算出x+y与xy的值，由此得到以下解法．
　　解 x2+6xy+y2=x2+2xy+y2+4xy

　　　　　　　 =(x+y)2+4xy

　　　　　　　 [image: image155.jpg]=(5)" +4% %:5+2:7.




　　3．设参数法与换元法求值
　　如果代数式字母较多，式子较繁，为了使求值简便，有时可增设一些参数(也叫辅助未知数)，以便沟通数量关系，这叫作设参数法．有时也可把代数式中某一部分式子，用另外的一个字母来替换，这叫换元法．
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　　分析 本题的已知条件是以连比形式出现，可引入参数k，用它表示连比的比值，以便把它们分割成几个等式．
　　[image: image157.jpg]



　　x＝(a-b)k，y＝(b-c)k，z＝(c-a)k．
　　所以
　　x+y+z=(a-b)k＋(b-c)k+(c-a)k=0．
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　　u+v+w=1，①
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　　由②有
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　　把①两边平方得
　　u2+v2+w2+2(uv+vw+wu)=1，
　　所以u2+v2+w2=1，
　　即
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　　两边平方有
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　　所以
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　　4．利用非负数的性质求值
　　若几个非负数的和为零，则每个非负数都为零，这个性质在代数式求值中经常被使用．
　　例8 若x2-4x+|3x-y|=-4，求yx的值． 

　　分析与解 x，y的值均未知，而题目却只给了一个方程，似乎无法求值，但仔细挖掘题中的隐含条件可知，可以利用非负数的性质求解．
　　因为x2-4x+|3x-y|=-4，所以
　　x2-4x＋4＋|3x-y|=0，
　　即 (x-2)2+|3x-y|=0．
　　[image: image170.jpg]



　　所以 yx=62=36．
　　例9 未知数x，y满足
　　(x2＋y2)m2-2y(x+n)m+y2+n2=0， 其中m，n表示非零已知数，求x，y的值．
　　分析与解 两个未知数，一个方程，对方程左边的代数式进行恒等变形，经过配方之后，看是否能化成非负数和为零的形式．
　　将已知等式变形为
　　m2x2+m2y2-2mxy-2mny+y2+n2=0，
　　(m2x2-2mxy+y2)+(m2y2-2mny+n2)=0，即 (mx-y)2+(my-n)2=0．
　　[image: image171.jpg]BTk
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　　5．利用分式、根式的性质求值
　　分式与根式的化简求值问题，内容相当丰富，因此设有专门讲座介绍，这里只分别举一个例子略做说明．
　　例10 已知xyzt=1，求下面代数式的值：
　　[image: image173.jpg]1 . i . i . 1
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　　分析 直接通分是笨拙的解法，可以利用条件将某些项的形式变一变．
　　解 根据分式的基本性质，分子、分母可以同时乘以一个不为零的式子，分式的值不变．利用已知条件，可将前三个分式的分母变为与第四个相同．
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　　同理
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　　分析 计算时应注意观察式子的特点，若先分母有理化，计算反而复杂．因为这样一来，原式的对称性就被破坏了．这里所言的对称性是[image: image178.jpg]BN TSR EBNEIE, Va5 - oWBEEMEE. B1ELE



分利用这种对称性，或称之为整齐性，来简化我们的计算．
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　　同样(但请注意算术根！)

　　[image: image180.jpg]



　　将①，②代入原式有
　　[image: image181.jpg]
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第七讲 根式及其运算

　　二次根式的概念、性质以及运算法则是根式运算的基础，在进行根式运算时，往往用到绝对值、整式、分式、因式分解，以及配方法、换元法、待定系数法等有关知识与解题方法，也就是说，根式的运算，可以培养同学们综合运用各种知识和方法的能力．下面先复习有关基础知识，然后进行例题分析．
　　[image: image183.jpg]RTINS, A (a=0) MMEZ SR,




　　二次根式的性质：
　　[image: image184.jpg](1) (Va)=a (a20) ;
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　　二次根式的运算法则：
　　[image: image186.jpg](1) a/m +bfm = (@ +b)dm (m>0) 5
(2) Afa b =Afab (a0, b20) ;




　　[image: image187.jpg]s gy G000

(@) Ga® = (a>0) .
Fa>b>0, Wa>b.



　
　　设a，b，c，d，m是有理数，且m不是完全平方数，则当且仅[image: image188.jpg]


                                       [image: image189.jpg]Flx =a+.f6, y=a-HHRFH MR IR HHITRA,



　
　　当两个含有二次根式的代数式相乘时，如果它们的积不含有二次根式，则这两个代数式互为有理化因式．
　　例1 化简：
　　[image: image190.jpg](1) Vx? -4z +d+4-x|, E1<a<2;
(2) Va—b Afa-b-yfb-a)? -b-a|.
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法是配方去掉根号，所以
　　[image: image192.jpg]B3t = -2 H1-%
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　　因为x-2＜0，1-x＜0，所以
　　原式=2-x+x-1=1．
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　　　　　　＝a-b-a+b-a+b=b-a．
　　说明 若根式中的字母给出了取值范围，则应在这个范围内进行化简；若没有给出取值范围，则应在字母允许取值的范围内进行化简．
　　例2 化简：
　　[image: image194.jpg]2+
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　　分析 两个题分母均含有根式，若按照通常的做法是先分母有理化，这样计算化简较繁．我们可以先将分母因式分解后，再化简．
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　　解法1 配方法．
　　[image: image201.jpg]1142418 = 9 +2.18 +2




　　配方法是要设法找到两个正数x，y(x＞y)，使x+y=a，xy=b，则
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　　解法2 待定系数法．
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　　例4 化简：
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　　(2)这是多重复合二次根式，可从里往外逐步化简．
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　　分析 被开方数中含有三个不同的根式，且系数都是2，可以看成[image: image212.jpg]B+ Jy + SRR, FIRABEREERNE. BERLE




　　解 设
　　[image: image213.jpg]13425427 +2435 = Jx + [y +4z,




　　两边平方得
　　[image: image214.jpg]134245+ 247 + 2435

Sxty+z+2fay 2y





　　[image: image215.jpg]FALL

x+y+z=13,
=5
=7,
zx=35.

®e 600



　
　　②×③×④得
　　(xyz)2=5×7×35=352．
　　因为x，y，z均非负，所以xyz≥0，所以
xyz=35．⑤
　　⑤÷②，有z=7．同理有x=5，y=1．所求x，y，z显然满足①，所以
　　[image: image216.jpg]B =1+5+7.
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　　解 设原式=x，则
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　　解法1 利用(a＋b)3＝a3＋b3＋3ab(a＋b)来解．
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　　将方程左端因式分解有
　　(x-4)(x2＋4x＋10)＝0．
　　因为
　　x2＋4x＋10＝(x＋2)2＋6＞0，
　　所以x-4＝0，x＝4．所以原式＝4．
　　解法2
　　[image: image223.jpg]22041442 =2 B+ 122 +12+ 242
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　　说明 解法2看似简单，但对于三次根号下的拼凑是很难的，因此本题解法1是一般常用的解法．
　　例8 化简：
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　　解(1)
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　　本小题也可用换元法来化简．
　　[image: image230.jpg]245
o

5>, My



　
　　[image: image231.jpg]] ]
E= 2*5+2+3x: Xgﬂ

= g(x+3’)(wﬁx>0) :g( 2y =5+3).



　
　　[image: image232.jpg]o o [ atB a1 [ avE a1
PO * o+ =5+ e -5y




　　解 用换元法．
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　　　　[image: image234.jpg]2143437+ H A1-3x+ & -x°
2 Ja+x?® + Ja-x?

A+ +(1-x) =2




　
　　[image: image235.jpg]B-aR B2
TSV AR A B

Plo BH== o R3x® — 5xy + 3y M.

=



　
　　解 直接代入较繁，观察x，y的特征有
　　[image: image236.jpg]



　　所以
　　3x2-5xy＋3y2＝3x2＋6xy＋3y2-11xy

　　　　　　　 ＝3(x＋y)2-11xy

　　 　　　　　＝3×102-11×1＝289．
　　例11 求
　　[image: image237.jpg]#J2+ @+ D2+ DR+ D270 + 1) + 1H0ME.




　　分析 本题的关键在于将根号里的乘积化简，不可一味蛮算．
　　解 设根号内的式子为A，注意到1＝(2-1)，及平方差公式(a＋b)(a-b)＝a2-b2，所以
　　A＝(2-1)(2＋1)(22＋1)(24＋1)…(2256＋1)＋1

　　＝(22-1)(22＋1)(24＋1)(28＋1)…(2256＋1)＋1

　　＝(24-1)(24＋1)(28＋1)(216＋1)…(2256＋1)＋1

　　＝…＝(2256-1)(2256＋1)＋1

　　＝22×256-1＋1＝22×256，
　　[image: image238.jpg]
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　　的值．
　　分析与解 先计算几层，看一看有无规律可循．
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　　解 用构造方程的方法来解．设原式为x，利用根号的层数是无限的特点，有
[image: image245.jpg]Jo-ovw=x




　　两边平方得
　　[image: image246.jpg]2-Zrx=x",
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　　两边再平方得
　　x4-4x2＋4＝2＋x，所以x4-4x2-x＋2＝0．
　　观察发现，当x＝-1，2时，方程成立．因此，方程左端必有因式(x＋1)(x-2)，将方程左端因式分解，有
　　(x＋1)(x-2)(x2＋x-1)＝0．
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　　解 因为
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 　　第八讲 非负数

　　所谓非负数，是指零和正实数．非负数的性质在解题中颇有用处．常见的非负数有三种：实数的偶次幂、实数的绝对值和算术根．
　　1．实数的偶次幂是非负数
　　若a是任意实数，则a2n≥0(n为正整数)，特别地，当n=1时，有a2≥0．
　　2．实数的绝对值是非负数
　　若a是实数，则
[image: image254.jpg]



　　性质 绝对值最小的实数是零．`

　　3．一个正实数的算术根是非负数
　　[image: image255.jpg]ME LREH, MAE=lal =0




　　4．非负数的其他性质
　　(1)数轴上，原点和原点右边的点表示的数都是非负数．(2)有限个非负数的和仍为非负数，即若a1，a2，…，an为非负数，则
　　a1＋a2＋…＋an≥0．
　　(3)有限个非负数的和为零，那么每一个加数也必为零，即若a1，a2，…，an为非负数，且a1＋a2＋…＋an=0，则必有a1＝a2＝…＝an＝0．
　　在利用非负数解决问题的过程中，这条性质使用的最多．
　　(4)非负数的积和商(除数不为零)仍为非负数．
　　(5)最小非负数为零，没有最大的非负数．
　　(6)一元二次方程ax2＋bx＋c=0(a≠0)有实数根的充要条件是判别式△=b2-4ac为非负数．
　　应用非负数解决问题的关键在于能否识别并揭示出题目中的非负数，正确运用非负数的有关概念及其性质，巧妙地进行相应关系的转化，从而使问题得到解决．
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　　解得a=3，b=-2．代入代数式得
　　[image: image258.jpg]at2b 3+2X(-2 1
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　　[image: image259.jpg]B2 . | 205 - 0x-37 | +20] .



　
　　解 因为(20x-3)2为非负数，所以
-(20x-3)2≤0． ①
　　[image: image260.jpg]NXE WS- 0x-3?FEX
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-(20x-3)2≥0． ②
　　由①，②可得：-(20x-3)2=0．所以
　　原式=｜｜20±0｜＋20｜=40．
　　说明 本题解法中应用了“若a≥0且a≤0，则a=0”，这是个很有用的性质．
　　例3 已知x，y为实数，[image: image261.jpg]% JAx-1+ T2, k= WE





　　解 因为x，y为实数，要使y的表达式有意义，必有
[image: image262.jpg]4 -120,
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　　解 因为a2+b2-4a-2b+5=0，所以
a2-4a+4+b2-2b+1=0，
　　即 (a-2)2+(b-1)2=0．
　　(a-2)2=0，且 (b-1)2=0．
　　所以a=2，b=1．所以
　　[image: image265.jpg]Narb o aEe1 241
o2k Pz -2zl
Al A2
I PR
S (2D =3+242





　　例5 已知x，y为实数，求
　　u=5x2-6xy+2y2+2x-2y+3的最小值和取得最小值时的x，y的值．
　　解 u=5x2-6xy+2y2+2x-2y+3

　　　　=x2+y2+1-2xy+2x-2y+4x2-4xy+yg2+2

　　　　=(x-y+1)2+(2x-y)2+2．
　　因为x，y为实数，所以
　　(x-y+1)2≥0，(2x-y)2≥0，所以u≥2．所以当
[image: image266.jpg]{
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　　时，u有最小值2，此时x=1，y=2．
　　例6 确定方程(a2+1)x2-2ax+(a2+4)=0的实数根的个数．

　　解 将原方程化为
　　a2x2-2ax+1+x2+a2+3=0，
　　即(ax-1)2+x2+a2+3=0．
　　对于任意实数x，均有
　　(ax-1)2≥0，x2≥0，a2≥0，3＞0，所以，(ax-1)2+x2+a2+3恒大于0，故
　　(a2+1)x2-2ax+(a2+4)=0无实根．
　　例7 求方程[image: image267.jpg]47 +2xy+y? -y +4=4032 .y



的实数根．
　　分析 本题是已知一个方程，但要求出两个未知数的值，而要确定两个未知数的值，一般需要两个方程．因此，要将已知方程变形，看能否出现新的形式，以利于解题．
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　　解之得
[image: image271.jpg]



　　经检验，均为原方程的解．
　　说明 应用非负数的性质“几个非负数之和为零，则这几个非负数都为零”，可将一个等式转化为几个等式，从而增加了求解的条件．
　　例8 已知方程组
[image: image272.jpg]



　　求实数x1，x2，…，xn的值．
　　解 显然，x1=x2=…=xn=0是方程组的解．
　　由已知方程组可知，在x1，x2，…，xn 中，只要有一个值为零，则必有x1=x2=…=xn=0．所以当x1≠0，x2≠0，…，xn≠0时，将原方程组化为
[image: image273.jpg]



　　将上面n个方程相加得
[image: image274.jpg]



　　又因为xi为实数，所以
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　　经检验，原方程组的解为
[image: image276.jpg]



　　例9 求满足方程｜a-b｜+ab=1的非负整数a，b的值．
　　解 由于a，b为非负整数，所以
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　　解得
[image: image278.jpg]



　　例10 当a，b为何值时，方程
　　x2+2(1+a)x+3a2+4ab+4b2+2=0有实数根？
　　解 因为方程有实数根，所以△≥0，即
　　△=4(1+a)2-4(3a2+4ab+4b2+2)

　　　=4a2+8a+4-12a2-16ab-16b2-8

　　　=-8a2-16ab-16b2+8a-4≥0，
　　所以
　　2a2-4ab-4b2+2a-1≥0，
　　-a2+2a-1-a2-4ab-4b2≥0，
　　-(a-1)2-(a+2b)2≥0．
　　因为(a-1)2≥0，(a+2b)2≥0，所以
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　　例11 已知实数a，b，c，r，p满足
pr＞1，pc-2b+ra=0，
　　求证：一元二次方程ax2+2bx+c=0必有实数根．
　　证 由已知得2b=pc+ra，所以
　　△=(2b)2-4ac=(pc+ra)2-4ac

　　　=p2c2+2pcra+r2a2-4ac

　　　=p2c2-2pcra+r2a2+4pcra-4ac

　　　=(pc-ra)2+4ac(pr-1)．由已知pr-1＞0，又(pc-ra)2≥0，所以当ac≥0时，△≥0；当ac＜0时，也有△=(2b)2-4ac＞0．综上，总有△≥0，故原方程必有实数根．
　　例12 对任意实数x，比较3x2+2x-1与x2+5x-3的大小．
　　解 用比差法．
　　(3x2+2x-1)-(x2+5x-3)

　　=2x2-3x+2
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　　即
　　(3x2+2x-1)-(x2+5x-3)＞0，
　　所以 3x2+2x-1＞x2+5x-3．
　　说明 比差法是比较两个代数式值的大小的常用方法，除此之外，为判定差是大于零还是小于零，配方法也是常用的方法之一，本例正是有效地利用了这两个方法，使问题得到解决．
　　例13 已知a，b，c为实数，设
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　　证明：A，B，C中至少有一个值大于零．
　　证 由题设有
　　A+B+C
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　　=(a2-2a+1)+(b2-2b+1)+(c2-2c+1)+π-3

　　=(a-1)2+(b-1)2+(c-1)2+(π-3)．
　　因为(a-1)2≥0，(b-1)2≥0，(c-1)2≥0，π-3＞0，所以A+B+C＞0．
　　若A≤0，B≤0，C≤0，则A+B+C≤0与A+B+C＞0不符，所以A，B，C中至少有一个大于零．
　　例14 已知a≥0，b≥0，求证：
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　　分析与证明 对要求证的不等式两边分别因式分解有
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　　由不等式的性质知道，只须证明
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　　因为a≥0，b≥0，所以
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　　又因为
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　　所以原不等式成立．
　　例15 四边形四条边长分别为a，b，c，d，它们满足等式
a4+b4+c4+d4=4abcd，
　　试判断四边形的形状．
　　解 由已知可得
　　a4+b4+c4+d4-4abcd=0，
　　所以
　　(a4-2a2b2+b4)+(c2-2c2d2+d4)+(2a2b2-4abcd+2c2d2)=0，
　　即 (a2-b2)2+(c2-d2)2+2(ab-cd)2=0．
　　因为a，b，c，d都是实数，所以
　　(a2-b2)2≥0，(c2-d2)2≥0，(ab-cd)2≥0，
　　所以
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　　由于a，b，c，d都为正数，所以，解①，②，③有
a=b=c=d．
　　故此四边形为菱形．

 　第九讲 一元二次方程

　　一元二次方程是中学代数的重要内容之一，是进一步学习其他方程、不等式、函数等的基础，其内容非常丰富，本讲主要介绍一元二次方程的基本解法．
　　方程ax2+bx+c=0(a≠0)称为一元二次方程．
　　一元二次方程的基本解法有开平方法、配方法、公式法和国式分解法．
　　对于方程ax2+bx+c=0(a≠0)，△=b2-4ac称为该方程的根的判别式．当△＞0时，方程有两个不相等的实数根，即
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　　当△=0时，方程有两个相等的实数根，即
[image: image292.jpg]



　　当△＜0时，方程无实数根．
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　　分析 可以使用公式法直接求解，下面介绍的是采用因式分解法求解．
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　　因为
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　　所以
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　　例2 解关于x的方程：
　　x2-(p2+q2)x+pq(p+q)(p-q)=0．
　　解 用十字相乘法分解因式得
　　[x-p(p-q)][x-q(p+q)]=0，
　　所以x1=p(p-q)，x2=q(p+q)．
　　例3 已知方程(2000x)2-2001×1999x-1=0的较大根为a，方程x2+1998x-1999=0的较小根为β，求α-β的值．
　　解 由方程(2000x)2-2001×1999x-1=0得
(20002x+1)(x-1)=0，
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(x+1999)(x-1)=0，
　　故x1=-1999，x2=1，所以β=-1999．所以
α-β=1-(-1999)=2000．
　　例4 解方程：(3x-1)(x-1)=(4x+1)(x-1)．
　　分析 本题容易犯的错误是约去方程两边的(x-1)，将方程变为
3x-1=4x+1，
　　所以x=-2，这样就丢掉了x=1这个根．故特别要注意：用含有未知数的整式去除方程两边时，很可能导致方程失根．本题正确的解法如下．
　　解 (3x-1)(x-1)-(4x+1)(x-1)=0，
　　(x-1)[(3x-1)-(4x+1)]=0，
　　(x-1)(x+2)=0，
　　所以 x1=1，x2=-2．
　　例5 解方程：x2-3｜x｜-4=0．
　　分析 本题含有绝对值符号，因此求解方程时，要考虑到绝对值的意义．
　　解法1 显然x≠0．当x＞0时，x2-3x-4=0，所以x1=4，x2=-1(舍去)．当x＜0时，x2+3x-4=0，所以x3=-4，x4=1(舍去)．
　　所以原方程的根为x1=4，x2=-4．
　　解法2 由于x2=｜x｜2，所以
　　｜x｜2-3｜x｜-4=0，
　　所以 (｜x｜-4)(｜x｜+1)=0，
　　所以 ｜x｜=4，｜x｜=-1(舍去)．
　　所以 x1=4，x2=-4．
　　例6 已知二次方程
　　3x2-(2a-5)x-3a-1=0

　　有一个根为2，求另一个根，并确定a的值．
　　解 由方程根的定义知，当x=2时方程成立，所以
　　3×22-(2a-5)×2-3a-1=0，
　　故a=3．原方程为
　　3x2-x-10=0，即(x-2)(3x+5)=0，
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　　例7 解关于x的方程：ax2+c=0(a≠0)．
　　分析 含有字母系数的方程，一般需要对字母的取值范围进行讨论．
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　　当c=0时，x1=x2=0；
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　　当ac＞0(即a，c同号时)，方程无实数根．
　　例8 解关于x的方程：
　　(m-1)x2+(2m-1)x+m-3=0．
　　分析 讨论m，由于二次项系数含有m，所以首先要分m-1=0与m-1≠0两种情况(不能认为方程一定是一元二次方程)；当m-1≠0时，再分△＞0，△=0，△＜0三种情况讨论．
　　解 分类讨论．
　　(1)当m=1时，原方程变为一元一次方程
x-2=0，
　　所以x=2．
　　(2)当m≠1时，原方程为一元二次方程．
　　△=(2m-1)2-4(m-1)(m-3)=12m-11．
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　　例9 解关于x的方程：
　　a2(x2-x+1)-a(x2-1)=(a2-1)x．
　　解 整理方程得
　　(a2-a)x2-(2a2-1)x+(a2+a)=0．
　　(1)当a2-a≠0，即a≠0，1时，原方程为一元二次方程，因式分解后为
　　[ax-(a+1)][(a-1)x-a]=0，
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　　(2)当a2-a=0时，原方程为一元一次方程，当a=0时，x=0；当a=1时，x=2．
　　例10 求k的值，使得两个一元二次方程
　　x2+kx-1=0，x2+x+(k-2)=0

　　有相同的根，并求两个方程的根．
　　解 不妨设a是这两个方程相同的根，由方程根的定义有
　　a2+ka-1=0， ①
　　a2+a+(k-2)=0． ②
　　①-②有
　　ka-1-a-(k-2)=0，
　　即 (k-1)(a-1)=0，
　　所以k=1，或a=1．
　　(1)当k=1时，两个方程都变为x2+x-1=0，所以两个方程有两个相同的根
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　　没有相异的根；
　　(2)当a=1时，代入①或②都有k=0，此时两个方程变为
x2-1=0，x2+x-2=0．
　　解这两个方程，x2-1=0的根为x1=1，x2=-1；x2+x-2=0的根为x1=1，x2=-2．x=1为两个方程的相同的根．
　　例11 若k为正整数，且关于x的方程
　　(k2-1)x2-6(3k-1)x+72=0

　　有两个不相等的正整数根，求k的值．
　　解 原方程变形、因式分解为
　　(k+1)(k-1)x2-6(3k-1)x+72=0，
　　[(k+1)x-12][(k-1)x-6]=0，
　　即
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4，7．所以k=2，3使得x1，x2同时为正整数，但当k=3时，x1=x2=3，与题目不符，所以，只有k=2为所求．
　　例12 关于x的一元二次方程x2-5x=m2-1有实根a和β，且｜α｜+｜β｜≤6，确定m的取值范围．
　　解 不妨设方程的根α≥β，由求根公式得
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｜α｜+｜β｜=α+β=5＜6，
　　 符合要求，所以m2≤1．
　　[image: image313.jpg](2) B5-421+4m? <08}, BIm?>>1, O WIEE, B ARAK, &



　
[image: image314.jpg]a-PB =21+4m?.

lal+1B




　
　　[image: image315.jpg]m'>1,
N21+4m? <6,
wE <w<l.

Fﬁu{




[image: image316.jpg]CROROE ORI LIRS LN

SRS
o Bh-

Liwest.



　
　　例13 设a，b，c为△ABC的三边，且二次三项式x2+2ax+b2与x2+2cx-b2有一次公因式，证明：△ABC一定是直角三角形．
　　证 因为题目中的两个二次三项式有一次公因式，所以二次方程x2+2ax+b2=0与x2+2cx-b2=0必有公共根，设公共根为x0 ，则
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　　两式相加得
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　　若x0=0，代入①式得b=0，这与b为△ABC的边不符，所以公共根x0=-(a＋c)．把x0=-(a＋c)代入①式得
(a+c)2-2a(a+c)+bg2=0，
　　整理得
a2=b2+c2
　　所以△ABC为直角三角形．
　　例14 有若干个大小相同的球，可将它们摆成正方形或正三角形，摆成正三角形时比摆成正方形时每边多两个球，求球的个数．
　　解 设小球摆成正三角形时，每边有x个球，则摆成正方形时每边有(x-2)个球．此时正三角形共有球
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　　此时正方形共有(x-2)2个球，所以
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　　即 x2-9x+8=0，
　　x1=1，x2=8．
　　因为x-2≥1，所以x1=1不符合题意，舍去．所以x=8，此时共有球(x-2)2=36个．

 　　第十讲 三角形的全等及其应用

　　在中学教材中，关于三角形全等有以下判定公理：
　　(1)边角边公理 有两边和它们的夹角对应相等的两个三角形全等(简写成“SAS”)．
　　(2)角边角公理 有两角和它们的夹边对应相等的两个三角形全等(简写成“ASA”)．
　　推论 有两个角和其中一个角的对边对应相等的两个三角形全等(简写成“AAS”)．
　　(3)边边边公理 有三边对应相等的两个三角形全等(简写成“SSS”)．
　　关于直角三角形有：
　　(4)斜边、直角边公理 有斜边和一条直角边对应相等的两个直角三角形全等(简写成“HL”)．
　　利用全等三角形，我们可以得到有关角平分线、线段的垂直平分线、等腰三角形的许多重要性质，在本讲中将直接利用这些性质．
　　借助于全等三角形的知识，我们可以研究很多关于角和线段相等及不等问题、关于直线平行与垂直问题．
　　例1 如图2-1所示．∠1=∠2，∠ABC=∠DCB．求证：AB=DC．
　　分析 用全等三角形证明线段(或角)相等，最常用的方法是探究所求证的线段(或角)分别在一对可证的全等三角形之中．本题的AB，DC分别属于两对三角形△ABE和△CDE及△ABC和△DBC．经分析可证明△ABE≌△CDE．
[image: image321.jpg]B o1




　　证 由已知，∠1=∠2，
　　∠ABC=∠DCB，而
　　∠EBC=∠ABC-∠1，
　　∠ECB=∠DCB-∠2，
　　所以∠EBC=∠ECB．在
　　△ABC及△BCD中，
　　∠ABC=∠BCD，
　　∠EBC=∠ECB，BC=BC，
　　所以 △ABC≌△DCB(ASA)，
　　所以 AB=CD．
　　说明 线段AB，CD也属于两个(事实上)全等的△ABE和△DCE，因此也可直接证明这两个三角形全等．
　　例2 如图2-2所示．△ABC是等腰三角形，D，E分别是腰AB及AC延长线上的一点，且BD=CE，连接DE交底BC于G．求证：GD=GE．
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　　分析 从图形看，GE，GD分别属于两个显然不全等的三角形：△GEC和△GBD．此时就要利用这两个三角形中已有的等量条件，结合已知添加辅助线，构造全等三角形．方法不止一种，下面证法是其中之一．
　　证 过E作EF∥AB且交BC延长线于F．在△GBD及△GEF中， ∠BGD=∠EGF(对顶角)， ①
　　∠B=∠F(两直线平行内错角相等)． ②
　　又∠B=∠ACB=∠ECF=∠F，所以，△ECF是等腰三角形，从而EC=EF．又因为EC=BD，所以
BD=EF． ③
　　由①，②，③
△GBD≌△GEF(AAS)，
　　所以 GD=GE．
　　说明 适当添加辅助线、构造全等三角形的方法可以不止一种，本题至少还有以下两种方法：
　　(1)过D作DF∥AC，交BC于F．可用同样方法证明△GFD≌△GCE(图2-3)．
　　(2)过D作DF⊥BC于F；过E作EH⊥BC于BC延长线于H，可证明△GFD≌△GEH(图2-4)．
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　　做完一道题后，再想一想还有没有其他证明方法，比较一下哪种证法更好，这对于发展思考、锻炼能力是大有好处的．
　　例3 如图2-5所示．在等边三角形ABC中，AE=CD，AD，BE交于P点，BQ⊥AD于Q．求证：BP=2PQ．
　　分析 首先看到BP，PQ在Rt△BPQ之中，只要证明∠BPQ=60°(或∠PBQ=30°)．然而，∠BPQ是△ABP的一个外角，所以∠BPQ=∠PAB+∠PBA．但∠A=∠PAB+∠PAC=60°，若能证明∠PBA=∠PAC，问题即能解决，这两个角分别在△ABE与△CAD中，可以证明这两个三角形全等．
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　　证 在△ABE与△CAD中，
　　∠EAB=∠DCA=60°，AB=CA，AE=CD，
　　所以
△ABE≌△CAD(SAS)，
　　所以 ∠ABE=∠CAD．
　　由于∠BPQ是△ABP的外角，所以
　　∠BPQ=∠PAB+PBA=∠PAB+∠CAD=60°．
　　在Rt△BQP中，∠BPQ=60°，∠PBQ=30°，所以BP=2PQ(在Rt△BPQ中30°角的对边等于斜边的一半)．
　　说明 发现或构造全等三角形是利用全等三角形证明题目的关键，为此，我们常从发现两个三角形中对应元素相等入手，逐步发现或经推理“凑齐”三角形全等的条件．如本题在分析到欲证∠ABP=∠CAD后，进而把注意力集中到△ABE与△CAD中，这里，可适当利用几何直观感觉，启发我们寻找有希望全等的三角形，例如虽然△ABP与△APE都含欲证的角，但只需观察即可知，这两个三角形无望全等．
　　例4 如图2-6所示．∠A=90°，AB=AC，M是AC边的中点，AD⊥BM交BC于D，交BM于E．求证：
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∠AMB=∠DMC．
　　分析1 从图形观察∠AME与∠DMC所在的两个三角形△AME与△DMC显然不全等，但是这两个三角形中有其他相等元素：AM=MC．若能利用已知条件在现有的三角形中构造出新的对应相等的元素，形成全等三角形，这是理想不过的事．由于∠C=45°，∠A=90°，若作∠A的平分线AG，则在△AGM中，∠GAM=45°=∠C．结合求证中的∠AMB=∠DMC(这当然不能作为已知，但在分析中可以“当作已知”来考虑，以便寻找思路)，我们可以断言△AGM“应该”与△CDM全等！为此，只要在这两个三角形中求得一组边相等即可．图形及条件启发我们可考虑去证明△AGB≌△CDA．
　　证法1 作∠BAC的平分线AG，交BM于G．在△AGB与△CDA中，因为
AB=CA，∠BAG=∠ACD=45°，
　　∠ABG=90°-∠AMB， ①

　　∠MAD=90°-∠EAB． ②

　　由于，在Rt△MAB中，AE⊥BM，所以∠AMB=∠EAB．由①，②，∠ABG=∠MAD，所以
△AGB≌△ADC(ASA)，
　　于是 AG=CD．
　　在△AMG与△CMD中，还有
AM=MC，∠GAM=∠DCM=45°，
　　所以 △AMG≌△CMD，
　　从而 ∠AMB=∠DMC．
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　　分析2 如图2-7所示．注意到在Rt△ABM中，由AE⊥BM得到∠MAE=∠MBA，若延长AE，过C作CF⊥AC交AE延长线于F，可构成Rt△ABM≌Rt△ACF，从而有∠AMB=∠F．设法证明∠DMC=∠F，则问题获解．
　　证法2 引辅助线如分析2所述．在Rt△ABM与Rt△CAF中，∠ABM=∠CAF，AB=AC，及
∠BAM=∠ACF=90°，
　　所以
Rt△ABM≌Rt△CAF(ASA)，
　　所以
　　∠AMB=∠F，AM=CF． ①

　　在△MCD与△FCD中，FC=AM=MC(因为M是AC中点)．由于∠ACF=90°，∠ACB=45°，所以
∠FCD=∠MCD=45°，CD=CD，
　　所以 △FCD≌△MCD(SAS)，
　　所以 ∠F=∠DMC． ②

　　由①，② ∠AMB=∠DMC．
　　说明 这两个证法的思路较为复杂．添加辅助线的结果造出两对全等三角形，第一对全等三角形产生一些对应相等的元素，为第二对全等三角形做了铺垫；第一对全等三角形将欲证的一个角“转移”到第二对全等三角形中，从而最后使问题获解．对一些较复杂的问题采用迂回的办法，因势利导地创造全等三角形，产生更多的相等条件，使欲证的角(或边)转移位置，走出“死角”，最终使问题获解．
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　　例5 如图2-8所示．正方形ABCD中，在边CD上任取一点Q，连AQ，过D作DP⊥AQ，交AQ于R，交BC于P，正方形对角线交点为O，连OP，OQ．求证：OP⊥OQ．
　　分析 欲证OP⊥OQ，即证明∠COP+∠COQ=90°．然而，∠COQ+∠QOD=90°，因此只需证明∠COP=∠DOQ即可．这归结为证明△COP≌△DOQ，又归结为证明CP=DQ，最后，再归结为证明△ADQ≌△DCP的问题．
　　证 在正方形ABCD中，因为AQ⊥DP，所以，在Rt△ADQ与Rt△RDQ中有∠RDQ=∠QAD．所以，在Rt△ADQ与Rt△DCP中有
AD=DC，∠ADQ=∠DCP=90°，
∠QAD=∠PDC，
　　所以
△ADQ≌△DCP(ASA)，DQ=CP．
　　又在△DOQ与△COP中，
DO=CO，∠ODQ=∠OCP=45°，
　　所以
△DOQ≌△COP(SAS)，∠DOQ=∠COP．
　　从而
　　∠POQ=∠COP+∠COQ=∠DOQ+∠COQ

　　　　 =∠COD=90°，
　　即OP⊥OQ．
　　说明 (1)利用特殊图形的特殊性质，常可发现有用的条件，如正方形对角线互相垂直，对角线与边成45°角，及OA=OB=OC=OD等均在推证全等三角形中被用到．
　　(2)两个三角形的全等与对应元素相等，这两者互为因果，这是利用全等三角形证明问题的基本技巧．
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　　例6 如图2-9所示．已知正方形ABCD中，M为CD的中点，E为MC上一点，且∠BAE=2∠DAM．求证：AE=BC+CE． 

　　分析 证明一条线段等于两条线段和的基本方法有两种：
　　(1)通过添辅助线“构造”一条线段使其为求证中的两条线段之和(BC+CE)，再证所构造的线段与求证中那一条线段相等．
　　(2)通过添辅助线先在求证中长线段(AE)上截取与线段中的某一段(如BC)相等的线段，再证明截剩的部分与线段中的另一段(CE)相等．我们用(1)法来证明．
　　证 延长AB到F，使BF=CE，则由正方形性质知
AF=AB+BF=BC+CE．
　　下面我们利用全等三角形来证明AE=AF．为此，连接EF交边BC于G．由于对顶角∠BGF=∠CGE，所以
Rt△BGF≌Rt△CGE(AAS)，
　　从而
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　　于是
Rt△ABG≌Rt△ADM(SAS)，
　　所以
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　　过G引GH⊥AE于H．因为AG是∠EAF的平分线，所以GB=GH，从而Rt△GBF≌Rt△GHE(HL)，所以
∠F=∠HEG，
　　则 AF=AE(底角相等的三角形是等腰三角形)，
　　即 AE=BC+CE．
　　说明 我们也可以按分析(2)的方法来证明结论，为此可先作∠BAE的平分线AG交边BC于G，再作GH⊥AE于H，通过证明△ABG≌△AHG知AB=AH=BC．下面设法证明HE=CE即可，请同学们自证．

  　第十一讲 勾股定理与应用

勾股定理 直角三角形两直角边a，b的平方和等于斜边c的平方，即a2+b2=c2．
勾股定理逆定理 如果三角形三边长a，b，c有下面关系：
a2+b2=c2
　那么这个三角形是直角三角形．
　早在3000年前，我国已有“勾广三，股修四，径阳五”的说法．
　关于勾股定理，有很多证法，在我国它们都是用拼图形面积方法来证明的．下面的证法1是欧几里得证法．
　　证法1 如图2-16所示．在Rt△ABC的外侧，以各边为边长分别作正方形ABDE，BCHK，ACFG，它们的面积分别是c2，a2，b2．下面证明，大正方形的面积等于两个小正方形的面积之和．
　　过C引CM∥BD，交AB于L，连接BG，CE．因为
AB=AE，AC=AG，∠CAE=∠BAG，
　　所以△ACE≌△AGB(SAS)．而
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　　所以 SAEML=b2． ①

　　同理可证 SBLMD=a2． ②

　　①+②得
SABDE=SAEML+SBLMD=b2+a2，
　　即 c2=a2+b2．
　　证法2 如图2-17所示．将Rt△ABC的两条直角边CA，CB分别延长到D，F，使AD=a，BF=b．完成正方形CDEF(它的边长为a+b)，又在DE上截取DG=b，在EF上截取EH=b，连接AG，GH，HB．由作图易知
△ADG≌△GEH≌△HFB≌△ABC，
　　所以
　　AG=GH=HB=AB=c，
　　∠BAG=∠AGH=∠GHB=∠HBA=90°，
　　因此，AGHB为边长是c的正方形．显然，正方形CDEF的面积等于正方形AGHB的面积与四个全等的直角三角形(△ABC，△ADG，△GEH，△HFB)的面积和，即
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　　化简得 a2+b2=c2．
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　　证法3 如图2-18．在直角三角形ABC的斜边AB上向外作正方形ABDE，延长CB，自E作EG⊥CB延长线于G，自D作DK⊥CB延长线于K，又作AF， DH分别垂直EG于F，H．由作图不难证明，下述各直角三角形均与Rt△ABC全等：
△AFE≌△EHD≌△BKD≌△ACB．
　　设五边形ACKDE的面积为S，一方面
　　S=SABDE+2S△ABC， ①

　　另一方面
　　S=SACGF+SHGKD+2S△ABC． ②

　　由①，②[image: image338.jpg]1 1
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　　所以 c2=a2+b2．
　　关于勾股定理，在我国古代还有很多类似上述拼图求积的证明方法，我们将在习题中展示其中一小部分，它们都以中国古代数学家的名字命名．
　　利用勾股定理，在一般三角形中，可以得到一个更一般的结论．
　　定理 在三角形中，锐角(或钝角)所对的边的平方等于另外两边的平方和，减去(或加上)这两边中的一边与另一边在这边(或其延长线)上的射影的乘积的2倍．
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　　证 (1)设角C为锐角，如图2-19所示．作AD⊥BC于D， 则CD就是AC在BC上的射影．在直角三角形ABD中，
　　AB2=AD2+BD2， ①

　　在直角三角形ACD中，AD2=AC2-CD2， ②

　　又BD2=(BC-CD)2， ③

　　②，③代入①得AB2=(AC2-CD2)+(BC-CD)2
　　　               =AC2-CD2+BC2+CD2-2BC·CD

　　　               =AC2+BC2-2BC·CD，
　　即c2=a2+b2-2a·CD． ④

　　(2)设角C为钝角，如图2-20所示．过A作AD与BC延长线垂直于D，则CD就是AC在BC(延长线)上的射影．在直角三角形ABD中，
　　AB2=AD2+BD2， ⑤

　　在直角三角形ACD中，
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　　AD2=AC2-CD2， ⑥

　　又BD2=(BC+CD)2， ⑦

　　将⑥，⑦代入⑤得
　　AB2=(AC2-CD2)+(BC+CD)2
　　　=AC2-CD2+BC2+CD2+2BC·CD

　　　=AC2+BC2+2BC·CD，
　　即c2=a2+b2+2a·cd． ⑧

　　综合④，⑧就是我们所需要的结论
　　[image: image341.jpg]2 +b2F2a* CD.




　　特别地，当∠C=90°时，CD=0，上述结论正是勾股定理的表述：       c2=a2+b2．
　　因此，我们常又称此定理为广勾股定理(意思是勾股定理在一般三角形中的推广)．
　　由广勾股定理我们可以自然地推导出三角形三边关系对于角的影响．在△ABC中，
　　(1)若c2=a2+b2，则∠C=90°；
　　(2)若c2＜a2+b2，则∠C＜90°；
　　(3)若c2＞a2+b2，则∠C＞90°．
　　勾股定理及广勾股定理深刻地揭示了三角形内部的边角关系，因此在解决三角形(及多边形)的问题中有着广泛的应用．
　　例1 如图2-21所示．已知：在正方形ABCD中，∠BAC的平分线交BC于E，作EF⊥AC于F，作FG⊥AB于G．求证：AB2=2FG2．
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　　分析 注意到正方形的特性∠CAB=45°，所以△AGF是等腰直角三角形，从而有AF2=2FG2，因而应有AF=AB，这启发我们去证明△ABE≌△AFE．
　　证 因为AE是∠FAB的平分线，EF⊥AF，又AE是△AFE与△ABE的公共边，所以
Rt△AFE≌Rt△ABE(AAS)，
　　所以 AF=AB． ①
　　在Rt△AGF中，因为∠FAG=45°，所以
AG=FG，
　　AF2=AG2+FG2=2FG2． ②

　　由①，②得：   AB2=2FG2．
　　说明 事实上，在审题中，条件“AE平分∠BAC”及“EF⊥AC于F”应使我们意识到两个直角三角形△AFE与△ABE全等，从而将AB“过渡”到AF，使AF(即AB)与FG处于同一个直角三角形中，可以利用勾股定理进行证明了．
　　例2 如图2-22所示．AM是△ABC的BC边上的中线，求证：AB2+AC2=2(AM2+BM2)．
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　　证 过A引AD⊥BC于D(不妨设D落在边BC内)．由广勾股定理，在△ABM中，
　　AB2=AM2+BM2+2BM·MD． ①

　　在△ACM中，AC2=AM2+MC2-2MC·MD． ②

　　①+②，并注意到MB=MC，所以AB2+AC2=2(AM2+BM2)． ③

　　如果设△ABC三边长分别为a，b，c，它们对应边上的中线长分别为ma，mb，mc，由上述结论不难推出关于三角形三条中线长的公式．
　　推论 △ABC的中线长公式：
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　　说明 三角形的中线将三角形分为两个三角形，其中一个是锐角三角形，另一个是钝角三角形(除等腰三角形外)．利用广勾股定理恰好消去相反项，获得中线公式．①′，②′，③′中的ma，mb，mc分别表示a，b，c边上的中线长．
　　例3 如图2-23所示．求证：任意四边形四条边的平方和等于对角线的平方和加对角线中点连线平方的4倍．
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　　分析 如图2-23所示．对角线中点连线PQ，可看作△BDQ的中线，利用例2的结论，不难证明本题．
　　证 设四边形ABCD对角线AC，BD中点分别是Q，P．由例2，在△BDQ中，
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　　即2BQ2+2DQ2=4PQ2+BD2． ①

　　在△ABC中，BQ是AC边上的中线，所以
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　　在△ACD中，QD是AC边上的中线，所以
　　[image: image350.jpg]DQ* :% (24D +2DC? -AC?) .




　　将②，③代入①得
　　[image: image351.jpg]5 (2AB’+2BCz ACY) + (24D% +2DC? - AC?)




　　=4PQ2+BD2，
　　即AB2+BC2+CD2+DA2=AC2+BD2+4PQ2．
　　说明 本题是例2的应用．善于将要解决的问题转化为已解决的问题，是人们解决问题的一种基本方法，即化未知为已知的方法．下面，我们再看两个例题，说明这种转化方法的应用．
　　例4 如图2-24所示．已知△ABC中，∠C=90°，D，E分别是BC，AC上的任意一点．求证：AD2+BE2=AB2+DE2．
　　分析 求证中所述的4条线段分别是4个直角三角形的斜边，因此考虑从勾股定理入手．
　　证 AD2=AC2+CD2，BE2=BC2+CE2，所以
　　AD2+BE2=(AC2+BC2)+(CD2+CE2)=AB2+DE2
　　例5 求证：在直角三角形中两条直角边上的中线的平方和的4倍等于斜边平方的5倍．
　　如图2-25所示．设直角三角形ABC中，∠C=90°，AM，BN分别是BC，AC边上的中线．求证：
4(AM2+BN2)=5AB2．
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　　分析 由于AM，BN，AB均可看作某个直角三角形的斜边，因此，仿例4的方法可从勾股定理入手，但如果我们能将本题看成例4的特殊情况——即M，N分别是所在边的中点，那么可直接利用例4的结论，使证明过程十分简洁．
　　证 连接MN，利用例4的结论，我们有
AM2+BN2=AB2+MN2，
　　所以 4(AM2+BN2)=4AB2+4MN2． ①

　　由于M，N是BC，AC的中点，所以
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　　所以 4MN2=AB2． ②

　　由①，②   4(AM2+BN2)=5AB2．
　　说明 在证明中，线段MN称为△ABC的中位线，以后会知道中位线的基本性质：“MN∥AB且MN=[image: image355.jpg]%AB 7. AR MALE B LANEES, MADRAEER.



图2-26所示．MN是△ABC的一条中位线，设△ABC的面积为S．由于M，N分别是所在边的中点，所以S△ACM=S△BCN，两边减去公共部分△CMN后得S△AMN=S△BMN，从而AB必与MN平行．又S△ABM=[image: image356.jpg]1
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高相同，而S△ABM=2S△BMN，所以AB=2MN．
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 　第十二讲 平行四边形

平行四边形是一种极重要的几何图形．这不仅是因为它是研究更特殊的平行四边形——矩形、菱形、正方形的基础，还因为由它的定义知它可以分解为一些全等的三角形，并且包含着有关平行线的许多性质，因此，它在几何图形的研究上有着广泛的应用．
　　由平行四边形的定义决定了它有以下几个基本性质：
　　(1)平行四边形对角相等；
　　(2)平行四边形对边相等；
　　(3)平行四边形对角线互相平分．
　　除了定义以外，平行四边形还有以下几种判定方法：
　　(1)两组对角分别相等的四边形是平行四边形；
　　(2)两组对边分别相等的四边形是平行四边形；
　　(3)对角线互相平分的四边形是平行四边形；
　　(4)一组对边平行且相等的四边形是平行四边形．
　　例1 如图2-32所示．在[image: image358.jpg]


ABCD中，AE⊥BC，CF⊥AD，DN=BM．求证：EF与MN互相平分．
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　　分析 只要证明ENFM是平行四边形即可，由已知，提供的等量要素很多，可从全等三角形下手．
　　证 因为ABCD是平行四边形，所以
AD[image: image360.jpg]


BC，AB[image: image361.jpg]


CD，∠B=∠D．
　　又AE⊥BC，CF⊥AD，所以AECF是矩形，从而
AE=CF．
　　所以
　　Rt△ABE≌Rt△CDF(HL，或AAS)，BE=DF．又由已知BM=DN，所以
△BEM≌△DFN(SAS)，
　　ME=NF． ①

　　又因为AF=CE，AM=CN，∠MAF=∠NCE，所以
△MAF≌△NCE(SAS)，
　　所以 MF=NF． ②
　　由①，②，四边形ENFM是平行四边形，从而对角线EF与MN互相平分．
　　例2 如图2-33所示．Rt△ABC中，∠BAC=90°，AD⊥BC于D，BG平分∠ABC，EF∥BC且交AC于F．求证：AE=CF．
[image: image362.jpg]



　　分析 AE与CF分处于不同的位置，必须通过添加辅助线使两者发生联系．若作GH⊥BC于H，由于BG是∠ABC的平分线，故AG=GH，易知△ABG≌△HBG．又连接EH，可证△ABE≌△HBE，从而AE=HE．这样，将AE“转移”到EH位置．设法证明EHCF为平行四边形，问题即可获解．
　　证 作GH⊥BC于H，连接EH．因为BG是∠ABH的平分线，GA⊥BA，所以GA=GH，从而
△ABG≌△HBG(AAS)，
　　所以 AB=HB． ①
　　在△ABE及△HBE中，
∠ABE=∠CBE，BE=BE，
　　所以 △ABE≌△HBE(SAS)，
　　所以 AE=EH，∠BEA=∠BEH．
　　下面证明四边形EHCF是平行四边形．
　　因为AD∥GH，所以
　　∠AEG=∠BGH(内错角相等)． ②

　　又∠AEG=∠GEH(因为∠BEA=∠BEH，等角的补角相等)，∠AGB=∠BGH(全等三角形对应角相等)，所以
∠AGB=∠GEH．
　　从而
EH∥AC(内错角相等，两直线平行)．
　　由已知EF∥HC，所以EHCF是平行四边形，所以
FC=EH=AE．
　　说明 本题添加辅助线GH⊥BC的想法是由BG为∠ABC的平分线的信息萌生的(角平分线上的点到角的两边距离相等)，从而构造出全等三角形ABG与△HBG．继而发现△ABE≌△HBE，完成了AE的位置到HE位置的过渡．这样，证明EHCF是平行四边形就是顺理成章的了．
　　人们在学习中，经过刻苦钻研，形成有用的经验，这对我们探索新的问题是十分有益的．
　　例3 如图2-34所示．[image: image363.jpg]


ABCD中，DE⊥AB于E，BM=MC=DC．求证：∠EMC=3∠BEM． 

　　分析 由于∠EMC是△BEM的外角，因此∠EMC=∠B+∠BEM．从而，应该有∠B=2∠BEM，这个论断在△BEM内很难发现，因此，应设法通过添加辅助线的办法，将这两个角转移到新的位置加以解决．利用平行四边形及M为BC中点的条件，延长EM与DC延长线交于F，这样∠B=∠MCF及∠BEM=∠F，因此， 只要证明∠MCF=2∠F即可．不难发现，△EDF为直角三角形(∠EDF=90°)及M为斜边中点，我们的证明可从这里展开．
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　　证 延长EM交DC的延长线于F，连接DM．由于CM=BM，∠F=∠BEM，∠MCF=∠B，所以
△MCF≌△MBE(AAS)，
　　所以M是EF的中点．由于AB∥CD及DE⊥AB，所以，DE⊥FD，三角形DEF是直角三角形，DM为斜边的中线，由直角三角形斜边中线的性质知
∠F=∠MDC，
　　又由已知MC=CD，所以
∠MDC=∠CMD，
　　则
∠MCF=∠MDC+∠CMD=2∠F．
　　从而
∠EMC=∠F+∠MCF=3∠F=3∠BEM．
　　例4 如图2-35所示．矩形ABCD中，CE⊥BD于E，AF平分∠BAD交EC延长线于F．求证：CA=CF．
　　分析 只要证明△CAF是等腰三角形，即∠CAF=∠CFA即可．由于∠CAF=45°-∠CAD，所以，在添加辅助线时，应设法产生一个与∠CAD相等的角a，使得∠CFA=45°-a．为此，延长DC交AF于H，并设AF与BC交于G，我们不难证明∠FCH=∠CAD．
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　　证 延长DC交AF于H，显然∠FCH=∠DCE．又在Rt△BCD中，由于CE⊥BD，故∠DCE=∠DBC．因为矩形对角线相等，所以△DCB≌△CDA，从而∠DBC=∠CAD，因此，
　　∠FCH=∠CAD． ①

　　又AG平分∠BAD=90°，所以△ABG是等腰直角三角形，从而易证△HCG也是等腰直角三角形，所以∠CHG=45°．由于∠CHG是△CHF的外角，所以
∠CHG=∠CFH+∠FCH=45°，
　　所以 ∠CFH=45°-∠FCH． ②

　　由①，②
∠CFH=45°-∠CAD=∠CAF，
　　于是在三角形CAF中，有
CA=CF．
　　例5 设正方形ABCD的边CD的中点为E，F是CE的中点(图2-36)．求证：
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　　分析 作∠BAF的平分线，将角分为∠1与∠2相等的两部分，设法证明∠DAE=∠1或∠2．
　　证 如图作∠BAF的平分线AH交DC的延长线于H，则∠1=∠2=∠3，所以
FA=FH．
　　设正方形边长为a，在Rt△ADF中，
　　[image: image368.jpg]



　　[image: image369.jpg]L AF= —a FH.



　
　　从而
　　[image: image370.jpg]CH=FH-FC= %r





　　所以 Rt△ABG≌Rt△HCG(AAS)，
　　[image: image371.jpg]



　　从而
Rt△ABG≌Rt△ADE(SAS)，
　　[image: image372.jpg]Flh ZDAE= 42:%431&.




　　例6 如图2-37所示．正方形ABCD中，在AD的延长线上取点E，F，使DE=AD，DF=BD，连接BF分别交CD，CE于H，G．求证：△GHD是等腰三角形．
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　　分析 准确地画图可启示我们证明∠GDH=∠GHD．
　　证 因为DE[image: image374.jpg]


BC，所以四边形BCED为平行四边形，所以∠1=∠4．又BD=FD，所以
[image: image375.jpg]L1=Lo=s3=tnas
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　　所以 BC=GC=CD．
　　因此，△DCG为等腰三角形，且顶角∠DCG=45°，所以
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　　所以 ∠HDG=∠GHD，
　　从而GH=GD，即△GHD是等腰三角形．

 　第十三讲 梯形

　　与平行四边形一样，梯形也是一种特殊的四边形，其中等腰梯形与直角梯形占有重要地位，本讲就来研究它们的有关性质的应用．
　　例1 如图2-43所示．在直角三角形ABC中，E是斜边AB上的中点，D是AC的中点，DF∥EC交BC延长线于F．求证：四边形EBFD是等腰梯形．
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　　分析 因为E，D是三角形ABC边AB，AC的中点，所以ED∥BF．此外，还要证明(1)EB=DF；(2)EB不平行于DF．
　　证 因为E，D是△ABC的边AB，AC的中点，所以
ED∥BF．
　　又已知DF∥EC，所以ECFD是平行四边形，所以
　　EC=DF． ①

　　又E是Rt△ABC斜边AB上的中点，所以
　　EC=EB． ②

　　由①，②
EB=DF．
　　下面证明EB与DF不平行．
　　若EB∥DF，由于EC∥DF，所以有EC∥EB，这与EC与EB交于E矛盾，所以EB[image: image380.jpg]


DF．
　　根据定义，EBFD是等腰梯形．
　　例2 如图2-44所示．ABCD是梯形， AD∥BC， AD＜BC，AB=AC且AB⊥AC，BD=BC，AC，BD交于O.求∠BCD的度数．
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　　分析 由于△BCD是等腰三角形，若能确定顶点∠CBD的度数，则底角∠BCD可求．由等腰Rt△ABC可求知斜边BC(即BD)的长．又梯形的高，即Rt△ABC斜边上的中线也可求出．通过添辅助线可构造直角三角形，求出∠BCD的度数．
　　解 过D作DE⊥EC于E，则DE的长度即为等腰Rt△ABC斜边上的高AF．设AB=a，由于△ABF也是等腰直角三角形，由勾股定理知
AF2+BF2=AB2，
　　即
[image: image382.jpg]24F?=a?(AF=BF), AF®



　
　　[image: image383.jpg]YA DE =





　　又
BC2=AB2+AC2=2AB2=2a2，
　　由于BC=DB，所以，在Rt△BED中，
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　　[image: image385.jpg]i
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　　从而∠EBD=30°(直角三角形中30°角的对边等于斜边一半定理的逆定理)．在△CBD中，
　　[image: image386.jpg]LBCD:% (180° -ZEBD) =75 .




　　例3 如图2-45所示．直角梯形ABCD中，AD∥BC，∠A=90°，∠ADC=135°，CD的垂直平分线交BC于N，交AB延长线于F，垂足为M．求证：AD=BF．
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　　分析 MF是DC的垂直平分线，所以ND=NC．由AD∥BC及∠ADC=135°知，∠C=45°，从而∠NDC=45°，∠DNC=90°，所以ABND是矩形，进而推知△BFN是等腰直角三角形，从而AD=BN=BF．
　　证 连接DN．因为N是线段DC的垂直平分线MF上的一点，所以ND=NC．由已知，AD∥BC及∠ADC=135°知
∠C=45°，
　　从而
∠NDC=45°．
　　在△NDC中，
∠DNC=90°(=∠DNB)，
　　所以ABND是矩形，所以
AF∥ND，∠F=∠DNM=45°．
　　△BNF是一个含有锐角45°的直角三角形，所以BN=BF．又
AD=BN，
　　所以 AD=BF．
　　例4 如图2-46所示．直角梯形ABCD中，∠C=90°，AD∥BC，AD+BC=AB，E是CD的中点．若AD=2，BC=8，求△ABE的面积．
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　　分析 由于AB=AD+BC，即一腰AB的长等于两底长之和，它启发我们利用梯形的中位线性质(这个性质在教材中是梯形的重要性质，我们将在下一讲中深入研究它，这里只引用它的结论)．取腰AB的中点F，[image: image389.jpg]FEREF. BRI . EF:% (4D+BC) =5, BEF[AD



(或BC)．过A引AG⊥BC于G，交EF于H，则AH，GH分别是△AEF与△BEF的高，所以
AG2=AB2-BG2=(8+2)2-(8-2)2=100-36=64，
　　所以AG=8．这样S△ABE(=S△AEF+S△BEF)可求．
　　解 取AB中点F，连接EF．由梯形中位线性质知
EF∥AD(或BC)，
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　　过A作AG⊥BC于G，交EF于H．由平行线等分线段定理知，AH=GH且AH，GH均垂直于EF．在Rt△ABG中，由勾股定理知
　　AG2=AB2-BG2
　　　=(AD+BC)2-(BC-AD)2 

　　　=102-62=82，
　　所以 AG=8，
　　从而 AH=GH=4，
　　所以
　　S△ABE=S△AEF+S△BEF
　　　　[image: image391.jpg]1 1
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　　例5 如图2-47所示．四边形ABCF中，AB∥DF，∠1=∠2，AC=DF，FC＜AD．
[image: image394.jpg]



　　(1)求证：ADCF是等腰梯形；
　　(2)若△ADC的周长为16厘米(cm)，AF=3厘米，AC-FC=3厘米，求四边形ADCF的周长．
　　分析 欲证ADCF是等腰梯形．归结为证明AD∥CF，AF=DC，不要忘了还需证明AF不平行于DC．利用已知相等的要素，应从全等三角形下手．计算等腰梯形的周长，显然要注意利用AC-FC=3厘米的条件，才能将△ADC的周长过渡到梯形的周长．
　　解 (1)因为AB∥DF，所以∠1=∠3．结合已知∠1=∠2，所以∠2=∠3，所以
EA=ED．
　　又 AC=DF，
　　所以 EC=EF．
　　所以△EAD及△ECF均是等腰三角形，且顶角为对顶角，由三角形内角和定理知∠3=∠4，从而AD∥CF．不难证明
△ACD≌△DFA(SAS)，
　　所以 AF=DC．
　　若AF∥DC，则ADCF是平行四边形，则AD=CF与FC＜AD矛盾，所以AF不平行于DC．
　　综上所述，ADCF是等腰梯形．
　　(2)四边形ADCF的周长=AD+DC+CF+AF． ①

　　由于
　　△ADC的周长=AD+DC+AC=16(厘米)， ②

　　AF=3(厘米)， ③
　　FC=AC-3， ④
　　将②，③，④代入①
　　四边形ADCF的周长=AD+DC+(AC-3)+AF

　　　　　　　　　　=(AD+DC+AC)-3+3

　　　　　　　　　　=16(厘米)．
　　例6 如图2-48所示．等腰梯形ABCD中，AB∥CD，对角线AC，BD所成的角∠AOB=60°，P，Q，R分别是OA，BC，OD的中点．求证：△PQR是等边三角形．
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　　分析 首先从P，R分别是OA，OD中点知，欲证等边三角形PQR的边长应等于等腰梯形腰长之半，为此，只需证明QR，QP等于腰长之半即可．注意到△OAB与△OCD均是等边三角形，P，R分别是它们边上的中点，因此，BP⊥OA，CR⊥OD．在Rt△BPC与Rt△CRB中，PQ，RQ分别是它们斜边BC(即等腰梯形的腰)的中线，因此，PQ=RQ=腰BC之半．问题获解．
　　证 因为四边形ABCD是等腰梯形，由等腰梯形的性质知，它的同一底上的两个角及对角线均相等．进而推知，∠OAB=∠OBA及∠OCD=∠ODC．又已知，AC与BD成60°角，所以，△ODC与△OAB均为正三角形．连接BP，CR，则BP⊥OA，CR⊥OD．在Rt△BPC与Rt△CRB中，PQ，RQ分别是它们的斜边BC上的中线，所以
　　[image: image396.jpg]PQ:RQ:%BC.




　　又RP是△OAD的中位线，所以
　　[image: image397.jpg]



　　因为 AD=BC， ③

　　由①，②，③得
PQ=QR=RP，
　　即△PQR是正三角形．
　　说明 本题证明引人注目之处有二：
　　(1)充分利用特殊图形中特殊点所带来的性质，如正三角形OAB边OA上的中点P，可带来BP⊥OA的性质，进而又引出直角三角形斜边中线PQ等于斜边BC之半的性质．
　　(2)等腰梯形的“等腰”就如一座桥梁“接通”了“两岸”的髀[image: image398.jpg]XEF, ﬁDPQ:%AD, PQ:RQ:%BC, BTFIBAD, BOHE, A



使△PQR的三边相等．

 　第十四讲 中位线及其应用
　　中位线是三角形与梯形中的一条重要线段，由于它的性质与线段的中点及平行线紧密相连，因此，它在几何图形的计算及证明中有着广泛的应用．
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　　例1 如图2-53所示．△ABC中，AD⊥BC于D，E，F，[image: image400.jpg]GHBIZAB, BD, ACHIHA ﬁEG:%EF, AD+EF=12/BK, R



△ABC的面积．
　　分析 由条件知，EF，EG分别是三角形ABD和三角形ABC的中位线．利用中位线的性质及条件中所给出的数量关系，不难求出△ABC的高AD及底边BC的长．
　　解 由已知，E，F分别是AB，BD的中点，所以，EF是△ABD的一条中位线，所以
[image: image401.jpg]EF:%AD, BJAD = 2EF.




　　由条件AD+EF=12(厘米)得
EF=4(厘米)，
　　从而 AD=8(厘米)，
[image: image402.jpg]G:%EF:§X4:6 (B .




　　由于E，G分别是AB，AC的中点，所以EG是△ABC的一条中位线，所以
BC=2EG=2×6=12(厘米)，
　　显然，AD是BC上的高，所以
[image: image403.jpg]s

asme =

BCAD

,xlzxg 48 CFAER) .




　　例2 如图 2-54 所示．△ABC中，∠B，∠C的平分线BE，CF相交于O，AG⊥BE于G，AH⊥CF于H．
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　　(1)求证：GH∥BC；
　　(2)若AB=9厘米，AC=14厘米，BC=18厘米，求GH．
　　分析 若延长AG，设延长线交BC于M．由角平分线的对称性可以证明△ABG≌△MBG，从而G是AM的中点；同样，延长AH交BC于N，H是AN的中点，从而GH就是△AMN的中位线，所以GH∥BC，进而，利用△ABC的三边长可求出GH的长度．
　　(1)证 分别延长AG，AH交BC于M，N，在△ABM中，由已知，BG平分∠ABM，BG⊥AM，所以
△ABG≌△MBG(ASA)．
　　从而，G是AM的中点．同理可证
△ACH≌△NCH(ASA)，
　　从而，H是AN的中点．所以GH是△AMN的中位线，从而，HG∥MN，即
HG∥BC．
　　(2)解 由(1)知，△ABG≌△MBG及△ACH≌△NCH，所以
AB=BM=9厘米，AC=CN=14厘米．
　　又BC=18厘米，所以
BN=BC-CN=18-14=4(厘米)，
MC=BC-BM=18-9=9(厘米)．
　　从而
MN=18-4-9=5(厘米)，
　　[image: image405.jpg]FALL GH:%MNZ% (B .




　　说明 (1)在本题证明过程中，我们事实上证明了等腰三角形顶角平分线三线合一(即等腰三角形顶角的平分线也是底边的中线及垂线)性质定理的逆定理：“若三角形一个角的平分线也是该角对边的垂线，则这条平分线也是对边的中线，这个三角形是等腰三角形”．
　　(2)“等腰三角形三线合一定理”的下述逆命题也是正确的：“若三角形一个角的平分线也是该角对边的中线，则这个三角形是等腰三角形，这条平分线垂直于对边”．同学们不妨自己证明．
　　(3)从本题的证明过程中，我们得到启发：若将条件“∠B，∠C的平分线”改为“∠B(或∠C)及∠C(或∠B)的外角平分线”(如图2-55所示)，或改为“∠B，∠C的外角平分线”(如图2-56所示)，其余条件不变，那么，结论GH∥BC仍然成立．同学们也不妨试证．
[image: image406.jpg]Vil





 INCLUDEPICTURE "http://res3.pudong-edu.sh.cn/RESOURCE/CZ/CZSX/SXBL/SXTS1019/A47126T2.jpg" \* MERGEFORMATINET [image: image407.jpg]


　
　　例3 如图2-57所示．P是矩形ABCD内的一点，四边形BCPQ是平行四边形，A′，B′，C′，D′分别是AP，PB，BQ，QA的中点．求证：A′C′=B′D′．
　　分析 由于A′，B′，C′，D′分别是四边形APBQ的四条边AP，PB，BQ，QA的中点，有经验的同学知道A′B′C′D′是平行四边形，A′C′与B′D′则是它的对角线，从而四边形A′B′C′D′应该是矩形．利用ABCD是矩形的条件，不难证明这一点．
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　　证 连接A′B′，B′C′，C′D′，D′A′，这四条线段依次是△APB，△BPQ，△AQB，△APQ的中位线．从而
A′B′∥AB，B′C′∥PQ，
C′D′∥AB，D′A′∥PQ，
　　所以，A′B′C′D′是平行四边形．由于ABCD是矩形，PCBQ是平行四边形，所以
AB⊥BC，BC∥PQ．
　　从而
AB⊥PQ，
　　所以 A′B′⊥B′C′，
　　所以四边形A′B′C′D′是矩形，所以
　　A′C′=B′D′． ①

　　说明 在解题过程中，人们的经验常可起到引发联想、开拓思路、扩大已知的作用．如在本题的分析中利用“四边形四边中点连线是平行四边形”这个经验，对寻求思路起了不小的作用．因此注意归纳总结，积累经验，对提高分析问题和解决问题的能力是很有益处的．
　　例4 如图2-58所示．在四边形ABCD中，CD＞AB，E，F分别是AC，BD的中点．求证：
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　　分析 在多边形的不等关系中，容易引发人们联想三角形中的边的不[image: image411.jpg]FRF. TP DR ABIVAR, DBFEACD. AB=R



形中构造中位线，为此，取AD中点．
　　证 取AD中点G，连接EG，FG，在△ACD中，EG是它的中位线(已知E是AC的中点)，所以
[image: image412.jpg]EG=-CD.




　　同理，由F，G分别是BD和AD的中点，从而，FG是△ABD的中位线，所以
[image: image413.jpg]



　　在△EFG中，
EF＞EG-FG． ③

　　由①，②，③
[image: image414.jpg]EF>% (CD-4B) .




　　例5 如图2-59所示．梯形ABCD中，AB∥CD，E为BC的中点，AD=DC+AB．求证：DE⊥AE．
[image: image415.jpg]



　　分析 本题等价于证明△AED是直角三角形，其中∠AED=90°．
　　在E点(即直角三角形的直角顶点)是梯形一腰中点的启发下，添梯形的中位线作为辅助线，若能证明，该中位线是直角三角形AED的斜边(即梯形另一腰)的一半，则问题获解．
　　证 取梯形另一腰AD的中点F，连接EF，则EF是梯形ABCD的中位线，所以
[image: image416.jpg]EF:% (AB+CD) .




　　因为AD=AB+CD，所以
[image: image417.jpg]EF:%AD:AF:DF.




　　从而
∠1=∠2，∠3=∠4，
　　所以∠2+∠3=∠1+∠4=90°(△ADE的内角和等于180°)．从而
∠AED=∠2+∠3=90°，
　　所以 DE⊥AE．
　　例6 如图2-60所示．△ABC外一条直线l，D，E，F分别是三边的中点，AA1，FF1，DD1，EE1都垂直l于A1，F1，D1，E1．求证：
AA1+EE1=FF1+DD1．
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　　分析 显然ADEF是平行四边形，对角线的交点O平分这两条对角线，OO1恰是两个梯形的公共中位线．利用中位线定理可证．
　　证 连接EF，EA，ED．由中位线定理知，EF∥AD，DE∥AF，所以ADEF是平行四边形，它的对角线AE，DF互相平分，设它们交于O，作OO1⊥l于O1，则OO1是梯形AA1E1E及FF1D1D的公共中位线，所以
　　[image: image419.jpg]¥ 1
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　　即 AA1+EE1=FF1+DD1．

 　第十五讲 相似三角形(一)

　　两个形状相同的图形称为相似图形，最基本的相似图形是相似三角形．对应角相等、对应边成比例的三角形，叫作相似三角形．相似比为1的两个相似三角形是全等三角形．因此，三角形全等是相似的特殊情况，而三角形相似是三角形全等的发展，两者在判定方法及性质方面有许多类似之处．因此，在研究三角形相似问题时，我们应该注意借鉴全等三角形的有关定理及方法．当然，我们又必须同时注意它们之间的区别，这里，要特别注意的是比例线段在研究相似图形中的作用．
　　关于相似三角形问题的研究，我们拟分两讲来讲述．本讲着重探讨相似三角形与比例线段的有关计算与证明问题；下一讲深入研究相似三角形的进一步应用．
　　例1 如图2-64所示，已知AB∥EF∥CD，若AB=6厘米，CD=9厘米．求EF．
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　　分析 由于BC是△ABC与△DBC的公共边，且AB∥EF∥CD，利用平行线分三角形成相似三角形的定理，可求EF．
　　解 在△ABC中，因为EF∥AB，所以
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　　同样，在△DBC中有
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　　①＋②得
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　　设EF=x厘米，又已知AB=6厘米，CD=9厘米，代入③得
[image: image424.jpg]ol

ol




　　[image: image425.jpg]B ol
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　　说明 由证明过程我们发现，本题可以有以下一般结论：“如本题[image: image426.jpg]EIFFR, ABJ EF

I cD, BAB=a, CD=b, EF=c, W&

olm




　　请同学自己证明．
　　例2 如图2-65所示． [image: image427.jpg]


ABCD的对角线交于O，OE交BC于E，交AB的延长线于F．若AB=a，BC=b，BF=c，求BE．
[image: image428.jpg]Lk




　　分析 本题所给出的已知长的线段AB，BC，BF位置分散，应设法利用平行四边形中的等量关系，通过辅助线将长度已知的线段“集中”到一个可解的图形中来，为此，过O作OG∥BC，交AB于G，构造出△FEB∽△FOG，进而求解．
　　解 过O作OG∥BC，交AB于G．显然，OG是△ABC的中位线，所以
[image: image429.jpg]



　　在△FOG中，由于GO∥EB，所以
　　[image: image430.jpg]=





　　例3 如图2-66所示．在△ABC中，∠BAC=120°，AD平分[image: image431.jpg]ZBACKBCTD. I
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　　分析 因为AD平分∠BAC(=120°)，所以∠BAD= ∠EAD=60°．若引DE∥AB，交AC于E，则△ADE为正三角形，从而AE=DE=AD，利用△CED∽△CAB，可实现求证的目标．
　　证 过D引DE∥AB，交AC于E．因为AD是∠BAC的平分线，∠BAC=120°，所以
∠BAD=∠CAD=60°．
　　又
∠BAD=∠EDA=60°，
　　所以△ADE是正三角形，所以
　　EA=ED=AD． ①

　　由于DE∥AB，所以△CED∽△CAB，所以
　　[image: image433.jpg]DE _CE _CA-AE . AE
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　　由①，②得
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　　从而
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　　例4 如图2-67所示． [image: image436.jpg]


ABCD中，AC与BD交于O点，E为AD延长线上一点，OE交CD于F，EO延长线交AB于G．求证：
[image: image437.jpg]
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　　分析 与例2类似，求证中诸线段的位置过于“分散”，因此，应利用平行四边形的性质，通过添加辅助线使各线段“集中”到一个三角形中来求证．
　　证 延长CB与EG，其延长线交于H，如虚线所示，构造平行四边形AIHB．在△EIH中，由于DF∥IH，所以
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　　在△OED与△OBH中，
∠DOE=∠BOH，∠OED=∠OHB，OD=OB，
　　所以 △OED≌△OBH(AAS)．
　　从而
DE=BH=AI，
　　[image: image441.jpg]L. =-1





　　例5(梅内劳斯定理) 一条直线与三角形ABC的三边BC，CA，AB(或其延长线)分别交于D，E，F(如图2-68所示)．求[image: image442.jpg]BD CE AF
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　　分析 设法引辅助线(平行线)将求证中所述诸线段“集中”到同一直线上进行求证．
　　证 过B引BG∥EF，交AC于G．由平行线截线段成比例性质知
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　　说明 本题也可过C引CG∥EF交AB延长线于G，将求证中所述诸线段“集中”到边AB所在直线上进行求证．
　　例6 如图2-69所示．P为△ABC内一点，过P点作线段DE，FG，HI分别平行于AB，BC和CA，且DE=FG=HI=d，AB=510，BC=450，CA=425．求d．
[image: image445.jpg]



　　分析 由于图中平行线段甚多，因而产生诸多相似三角形及平行四边形．利用相似三角形对应边成比例的性质及平行四边形对边相等的性质，首先得到一个一般关系：
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　　进而求d．
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　　因为FG∥BC，HI∥CA，ED∥AB，易知，四边形AIPE，BDPF，CGPH均是平行四边形．△BHI∽△AFG∽△ABC，从而
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　　将②代入①左端得
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　　因为
　　DE=PE＋PD=AI＋FB， ④

　　AF=AI＋FI， ⑤
　　BI=IF＋FB． ⑥
　　由④，⑤，⑥知，③的分子为
DE＋AF＋BI=2×(AI＋IF＋FB)=2AB．
　　从而
[image: image450.jpg]



　　即
[image: image451.jpg]DE_ FG  HI
DEg s, AL
AB BC CA





　　下面计算d．
　　因为DE=FG=HI=d，AB=510，BC=450，CA=425，代入①得
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　　解得d＝306．

 　第十六讲 相似三角形(二)

　　　　上一讲主要讲述了相似三角形与比例线段之间的关系的计算与证明，本讲主要讲述相似三角形的判定与性质的应用．
　　例1 如图2-76所示．△ABC中，AD是∠BAC的平分线．求证：AB∶AC=BD∶DC．
　　分析 设法通过添辅助线构造相似三角形，这里应注意利用角平分线产生等角的条件．
[image: image453.jpg]



　　证 过B引BE∥AC，且与AD的延长线交于E．因为AD平分∠BAC，所以∠1=∠2．又因为BE∥AC，所以
∠2=∠3．
　　从而∠1=∠3，AB=BE．显然
△BDE∽△CDA，
　　所以 BE∶AC=BD∶DC，
　　所以 AB∶AC=BD∶DC．
　　说明 这个例题在解决相似三角形有关问题中，常起重要作用，可当作一个定理使用．类似的还有一个关于三角形外角分三角形的边成比例的命题，这个命题将在练习中出现，请同学们自己试证．
　　在构造相似三角形的方法中，利用平行线的性质(如内错角相等、同位角相等)，将等角“转移”到合适的位置，形成相似三角形是一种常用的方法．
　　例2 如图 2-77所示．在△ABC中，AM是BC边上的中线，AE平分∠BAC，BD⊥AE的延长线于D，且交AM延长线于F．求证：EF∥AB．
　　分析 利用角平分线分三角形中线段成比例的性质，构造三角形，设法证明△MEF∽△MAB，从而EF∥AB．
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　　证 过B引BG∥AC交AE的延长线于G，交AM的延长线于H．因为AE是∠BAC的平分线，所以
∠BAE=∠CAE．
　　因为BG∥AC，所以
∠CAE=∠G，∠BAE=∠G，
　　所以 BA=BG．
　　又BD⊥AG，所以△ABG是等腰三角形，所以
∠ABF=∠HBF，
　　从而
AB∶BH=AF∶FH．
　　又M是BC边的中点，且BH∥AC，易知ABHC是平行四边形，从而
BH=AC，
　　所以 AB∶AC=AF∶FH．
　　因为AE是△ABC中∠BAC的平分线，所以
　　AB∶AC=BE∶EC，
　　所以 AF∶FH=BE∶EC，
　　即
　　(AM+MF)∶(AM-MF)=(BM+ME)∶(BM-ME)(这是因为ABHC是平行四边形，所以AM=MH及BM=MC．)．由合分比定理，上式变为
AM∶MB=FM∶ME．
　　在△MEF与△MAB中，∠EMF=∠AMB，所以
△MEF∽△MAB

　　(两个三角形两条边对应成比例，并且夹角相等，那么这两个三角形相似．)．所以
∠ABM=∠FEM，
　　所以 EF∥AB．
　　例3 如图2-78所示．在△ABC中，∠A∶∠B∶∠C=1∶2∶4．
　　[image: image455.jpg]
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　　即可，为此若能设法利用长度分别为AB，BC，CA及l=AB＋AC这4条线段，构造一对相似三角形，问题可能解决．
　　注意到，原△ABC中，已含上述4条线段中的三条，因此，不妨以原三角形ABC为基础添加辅助线，构造一个三角形，使它与△ABC相似，期望能解决问题．
　　证 延长AB至D，使BD=AC(此时，AD=AB＋AC)，又延长BC至E，使AE=AC，连结ED．下面证明，△ADE∽△ABC．
　　设∠A=α，∠B=2α，∠C=4α，则
∠A+∠B+∠C=7α=180°．
　　由作图知，∠ACB是等腰三角形ACE的外角，所以
∠ACE=180°-4α＝3α，
　　所以 ∠CAE=180°-3α-3α=7α-6α=α．
　　从而
∠EAB=2α＝∠EBA，AE＝BE．
　　又由作图
AE=AC，AE=BD，
　　所以 BE=BD，
　　△BDE是等腰三角形，所以
∠D＝∠BED＝α＝∠CAB，
　　所以 △ABC∽△DAE，
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　　所以
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　　例4 如图2-79所示．P，Q分别是正方形ABCD的边AB， BC上的点，且BP=BQ，BH⊥PC于H．求证：QH⊥DH.

　　分析 要证QH⊥DH，只要证明∠BHQ=∠CHD．由于△PBC是直角三角形，且BH⊥PC，熟知∠PBH=∠PCB，从而∠HBQ=∠HCD，因而△BHQ与△DHC应该相似．
　　证 在Rt△PBC中，因为BH⊥PC，所以
∠PBC=∠PHB=90°，
　　从而 ∠PBH=∠PCB．
　　显然，Rt△PBC∽Rt△BHC，所以
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　　由已知，BP=BQ，BC=DC，所以
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　　因为∠ABC=∠BCD=90°，所以
∠HBQ=∠HCD，
　　所以 △HBQ∽△HCD，∠BHQ=∠DHC，
∠BHQ＋∠QHC=∠DHC＋∠QHC．
　　又因为
∠BHQ＋∠QHC=90°，
　　所以 ∠QHD=∠QHC＋DHC=90°，
　　即 DH⊥HQ．
　　例5 如图2-80所示．P，Q分别是Rt△ABC两直角边AB，AC上两点，M为斜边BC的中点，且PM⊥QM．求证：
PB2＋QC2=PM2＋QM2．
　　分析与证明 若作MD⊥AB于D，ME⊥AC于E，并连接PQ，则
PM2＋QM2=PQ2=AP2＋AQ2．
　　于是求证式等价于
PB2+QC2=PA2+QA2， ①

[image: image464.jpg]



　　等价于
PB2-PA2=QA2-QC2． ②

　　因为M是BC中点，且MD∥AC，ME∥AB，所以D，E分别是AB，AC的中点，即有
AD=BD，AE=CE，
　　②等价于
(AD＋PD)2-(AD-PD)2
　　=(AE＋EQ)2-(AE-EQ)2， ③

　　③等价于
AD·PD=AE·EQ． ④

　　因为ADME是矩形，所以
AD=ME，AE=MD，
　　故④等价于
ME·PD=MD·EQ． ⑤

　　为此，只要证明△MPD∽△MEQ即可．
　　下面我们来证明这一点．
　　事实上，这两个三角形都是直角三角形，因此，只要再证明有一对锐角相等即可．由于ADME为矩形，所以
∠DME=90°=∠PMQ(已知)． ⑥

　　在⑥的两边都减去一个公共角∠PME，所得差角相等，即
∠PMD=∠QME． ⑦

　　由⑥，⑦，所以
△MPD∽△MEQ．
　　由此⑤成立，自⑤逆上，步步均可逆推，从而①成立，则原命题获证．
　　例6 如图2-81所示．△ABC中，E，D是BC边上的两个三等分点，AF=2CF，BF=12厘米．求：FM，MN，BN的长．
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　　解 取AF的中点G，连接DF，EG．由平行线等分线段定理的逆定理知DF∥EG∥BA，所以
△CFD∽△CAB，△MFD∽△MBA．
　　[image: image466.jpg]ol i S



 

　　所以MB=3MF，从而BF=4FM=12，所以
FM=3(厘米)．
　　又在△BDF中，E是BD的中点，且EH∥DF，所以
　　[image: image467.jpg]



　　因为EH∥AB，所以△NEH∽△NAB，从而
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　　显然，H是BF的中点，所以
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　　故所求的三条线段长分别为
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　第十七讲* 集合与简易逻辑

§17．1集合
　　我们考察某些事物的时候，常常要考虑由这些事物组成的群体，我们把这个群体叫作集合．组成某个集合的事物，叫作这个集合的元素．通常用大写字母A，B，C…等表示集合，小写字母a，b，c，…等表示元素．如果m是集合A的元素，就说m属于A，记作m∈A．如果n[image: image471.jpg]B TA, 1CfEn e A, HIB0:




　　(i)你的家庭中所有成员组成一个集合，你和你的家庭中的其他各个成员都是这个集合中的元素．
　　(ii)自然数全体1，2，3，…组成一个集合(通常把它叫作自然数集)．
　　(iii)如果A，B是平面上两个不同的点，那么A，B两点所确定的直线上的点组成一个集合，这条直线上每个点都是这个集合的元素．
　　总之，集合是数学中一个最基本、最常用的概念，下面进一步给同学们介绍一些关于集合的基本知识．
　　1．集合的描述方法
　　(1)列举法
　　当一个集合所含元素个数较少时，一个最简单的描述方法就是把它所含的每个元素都列举出来，这叫列举法．用列举法表示集合，通常是将这个集合的每个元素一一填写在｛｝中，每个元素之间用逗点隔开．填写集合的元素时，与元素的排列次序无关．例如：
　　(i)由a，b，c，d，e五个小写字母组成的集合A，记作
A=｛a，b，c，d，e｝，
　　也可记作
A=｛b，a，c，d，e)．
　　(ii)由小于40的质数组成的集合B，记作
B=｛2，3，5，7，11，13，17，19，23，29，31，37｝．
　　(iii)平方等于1的有理数集合C，记作
C=｛1，-1｝．
　　(iv)三条直线l1，l2，l3组成的集合D，记作
D=｛l1，l2，l3｝．
　　(2)特征性质描述法
　　当一个集合所含元素较多时，用列举法描述很麻烦，这就要用到特征性质描述法．
　　所谓特征性质是指集合中元素的特征性质，即：(i)这个集合中每个元素都具有这些性质；(ii)具有这些性质的事物都是这个集合的元素．
　　例如，集合=｛1,-1｝用特征性质描述法表示就是
A=｛x│x2=1｝，
　　或者
A=｛x││x│=1｝．
　　全体偶数组成的集合B，用特征性质描述法表示就是
B=｛x│x是能被2整除的整数｝，
　　或者
B=｛2n│n是整数｝．
　　全体奇数组成的集合C，用特征性质描述法表示就是
C=｛x│x是不能被2整除的整数｝，
　　或者
C=｛2n＋1│n是整数｝，
C=｛2n-1│n是整数｝．
　　一般地，用特征性质α表示集合A的形式是：
A=｛x│x具有性质α｝．
　　2．集合之间的关系和运算
　　(1)包含与子集
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　　(i)你班上的同学的集合和你学校的同学的集合之间的关系是：前者是后者的子集，后者包含前者．
　　(ii)设集合
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　　例1 设A=｛1，2，3，4｝，试写出A的所有子集．
　　｛1，3｝，｛1，4｝，｛2，3｝，｛2，4｝，｛3，4｝，｛1，2，3｝，｛1，2，4｝，｛2，3，4｝，｛1，3，4｝，｛1，2，3，4｝．
　　(2)交集运算
　　对于给定的集合A，B，由它们的公共元素所构成的集合叫作集合A与B的交集．我们用A∩B表示A，B的交集(图2-88)．例如
　　(i)如图2-89，设
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A=｛x│x是12的正因数｝，
B=｛x│5＜x＜13，x是整数｝，
　　则
　　A=｛1，2，3，4，6，12｝，B=｛6，7，8，9，10，11，12｝．
　　所以 A∩B=｛6，12｝．
　　(ii)设l1，l2是平面上两条不同的直线，则l1∩l2就是由它们的交点组成的集合．
　　如果l1与l2相交于一点P，则l1∩l2=｛P｝(图2-90)；
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　　(3)并集运算
　　对于给定的两个集合A，B，把它们所含的元素合并起来所构成的集合，叫作集合A，B的并集，我们用符号A∪B表示A，B的并集(图2-92)．例如
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　　(i)设M，N分别表示你班上男生、女生的集合，那么M∪N就是你班上同学的集合．
　　(ii)设
A=｛1，3，5，7，9｝，B=｛2，3，4，5，6｝，
　　则 A∪B=｛1，2，3，4，5，6，7，9｝．
　　注意 在求上述集合A，B的并集时，虽然在A，B中都有3和5，但在A∪B中，3，5只取一次．
　　(iii)设E=｛x│x是实数，且x≥4｝，
　　F={x│x是实数，且x≤-4}，G={x│x2≥16}．
　　则 E∪F=G．
　　一般地说，如果α，β分别是集合A，B的特征性质，即
　　A={x│x具有性质α} ，B=｛x│x具有性质β｝，则A∪B就是那些具有性质α或性质β的元素组成的集合，也就是
A∪B=｛x│x具有性质α或β｝，
　　或者
A∪B={x│x∈A或x∈B}．
　　例2 设
　　A={x│x是12的正因数}，B={x│x是18的正因数}，

C={x│0≤x≤5，且x∈Z}．
　　求：(1)A∩B∩C；(2)A∪B∪C．
　　解 根据已知条件，用填文氏图各区域的元素的方法来解决(如图2-93(a)，(b)).

　　(1)A∩B∩C=｛1，2，3｝；
　　(2)A∪B∪C=｛0，1，2，3，4，5，6，9，12，18｝．
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　　例3 设A={1，a，a2} ，B={1，a，b)，假定A，B中的元素都是整数，并且A∩B=｛1，3｝，A∪B=｛1，a，2a，3a｝，求a，b的值．
　　解 因为A=｛1，a，a2｝，B=｛1，a，b｝，所以
A∩B＝｛1，a｝．
　　已知A∩B=｛1，3｝．所以a=3．又由于
　　A∪B=｛1，a，b，a2｝=｛1，a，2a，3a｝=｛1，3，6，9｝，所以b=6．
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§17．2简易逻辑
　　逻辑一词是LOGIC的音译，它是研究思维法则的一门学科．数学和逻辑的关系非常密切，在此，对逻辑知识做一些初步介绍．
　　1．推出关系
　　如果设A={x│x是4的倍数}，B={x│x是2的倍数}，则A中元素具有性质α——4的倍数；B中元素具有性质β——2的倍数．我们知道：如果某元素x是4的倍数，那么x一定是2的倍数，即具有性质[image: image484.jpg]



　　一般地说，如果具有性质α的元素也具有性质β，我们便说由α推
　　下面再举一个例子．
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　　2．命题和证明
　　(1)命题和逆命题
　　人们在思维活动中，经常要对客观事物做出判断．例如：
　　(i)雪是白的；
　　(ii)如果∠1和∠2是对顶角，那么∠1=∠2；
　　(iii)3+4=6；
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　　上述所列都是对客观事物做出判断的语句．人们对客观事物的情况做出判断可能是正确的(真)，也可能是错误的(假)．我们把肯定或否定的判断语句叫作命题．上述语句(i)，(ii)，(iii)，(iv)都是命题．
　　关于命题的真假性，有些容易判断，如(i)，(ii)是真命题，(iii)是假命题．但对(iv)的真假性就不是显然可判断的．可通过设x=1，y=0(x＞y)，那么
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　　因此，命题(iv)为假命题(注意：证明一个命题为真命题，必须通过逻辑推演，但要证明一个命题为假命题只须举出一个反例即可)．
　　数学命题具有多种形式，经常采用的命题形式是“若α，则β”，“如果α，那么β”．
　　命题“若α，则β”或是真命题，或是假命题，二者必居其一．“若
　　当由α不可能推出β时，“若α，则β”便是假命题．
　　在命题“若α，则β”中，α叫作这个命题的条件，β叫作这个命题的结论．如果将命题“若α，则β”的条件和结论互换，就得到一个新命题“若β，则α”，这两个命题之间具有互连关系，其中一个叫作原命题时，则另一个命题就叫作这个原命题的逆命题．
　　当“如果α，则β”为真命题时，它的逆命题“如果β，则α”不一定是真命题．例如：
　　(i)“如果2×3=6，那么6÷3=2”是真命题．它的逆命题“如果6÷3=2，那么2×3=6”也是真命题．
　　(ii)“若a=0并且b=0，则ab=0”是真命题，但它的逆命题“若ab=0，则a=0并且b=0”就不是真命题．
　　(iii)“如果∠1，∠2是对顶角，那么∠1=∠2”是真命题，但它的逆命题“∠1=∠2，那么∠1，∠2是对顶角”就是假命题．
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　　(2)证明
　　我们要说明“若α，则β”是真命题时，以什么方式来推证呢？最常用的基本格式就是推出关系的传递性，即：
　　如果
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　　那么
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　　例如，(i)若
　　∠1和∠2是对顶角，①
　　对顶角相等，②
　　则 ∠1=∠2．③
　　(ii) 张三是人，①
　　凡人必有死，②
　　所以张三必有死．③
　　上述推理格式叫作三段论式，推理中的①，②是两个前提条件，①叫小前提，②叫大前提，③是由①，②推出的结论．
　　实际上，三段论式和推出关系的传递性是一致的．例如“对顶角相等”的证明过程，可以像下面这样来理解．
　　已知：∠1是∠2的对顶角(图2-98)，求证：∠1=∠2．
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　　证
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　　从上述证明过程可知，要证明“若α，则β”，我们先设法找出一[image: image497.jpg]EREINCHERDE, 0 =0, 0,=0,, 0,= 0, =,
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　　应用已经被确认的正确命题和已知条件作根据，经过推演，导出某一命题成立，这种方法就叫作演绎推理法(简称演绎法)．演绎法是证明数学问题的重要方法．
　　[image: image498.jpg]attbHhci=(atbc)?.

a

;bb @ =0
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　　　　　　＝a2＋b2＋c2
　　(a+b-c)2=a2+b2+c2.

　　例2 某校数学竞赛，A，B，C，D，E，F，G，H八位同学获得了前八名，老师叫他们猜一下谁是第一名．A说：“或者F，或者H是第一名．”B说：“我是第一名．”C说：“G是第一名．”D说：“B不是第一名．”E说：“A说的不对．”F说：“我不是第一名．”G说：“C不是第一名．”H说：“我同意A的意见．”老师说八个人中有三人猜对了，那么试问第一名是谁？
　　分解与解 由已知条件可知：A与H同真假，E与F同真假，B与D必定一真一假．
　　(i)如果A与H猜对了，那么D与G也都猜对了．这样就有四人猜对，不合题意，因此，A与H必定都猜错了．
(ii)如果E与F猜对了，即F与H都不是第一名，这时若B猜对了，那么D就猜错了，C也猜错了，G猜对了，这样，就有E，F，B，G四人猜对，也与题意不符．因此B猜的不对，D猜对了，这时已有E，F，D三人猜对，所以G，C都必定猜错了，所以C是第一

 　第十八讲 归纳与发现

　　归纳的方法是认识事物内在联系和规律性的一种重要思考方法，也是数学中发现命题与发现解题思路的一种重要手段．这里的归纳指的是常用的经验归纳，也就是在求解数学问题时，首先从简单的特殊情况的观察入手，取得一些局部的经验结果，然后以这些经验作基础，分析概括这些经验的共同特征，从而发现解题的一般途径或新的命题的思考方法．下面举几个例题，以见一般．
　　例1 如图2-99，有一个六边形点阵，它的中心是一个点，算作第一层；第二层每边有两个点(相邻两边公用一个点)；第三层每边有三个点，…这个六边形点阵共有n层，试问第n层有多少个点？这个点阵共有多少个点？
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　　分析与解 我们来观察点阵中各层点数的规律，然后归纳出点阵共有的点数．
第一层有点数：1；
第二层有点数：1×6；
第三层有点数：2×6；
第四层有点数：3×6；
……
第n层有点数：(n-1)×6.

　　因此，这个点阵的第n层有点(n-1)×6个．n层共有点数为
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　　例2 在平面上有过同一点P，并且半径相等的n个圆，其中任何两个圆都有两个交点，任何三个圆除P点外无其他公共点，那么试问：
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　　(1)这n个圆把平面划分成多少个平面区域？
　　(2)这n个圆共有多少个交点？
　　分析与解 (1)在图2-100中，设以P点为公共点的圆有1，2，3，4，5个(取这n个特定的圆)，观察平面被它们所分割成的平面区域有多少个？为此，我们列出表18．1．
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　　由表18．1易知
S2-S1=2，
S3-S2＝3，
S4-S3＝4，
S5-S4＝5，
……
　　由此，不难推测
Sn-Sn-1＝n．
　　把上面(n-1)个等式左、右两边分别相加，就得到
Sn-S1＝2＋3＋4＋…＋n，
　　因为S1=2，所以
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下面对Sn-Sn-1=n，即Sn=Sn-1＋n的正确性略作说明．
　　因为Sn-1为n-1个圆把平面划分的区域数，当再加上一个圆，即当n个圆过定点P时，这个加上去的圆必与前n-1个圆相交，所以这个圆就被前n-1个圆分成n部分，加在Sn-1上，所以有Sn=Sn-1＋n．
　　(2)与(1)一样，同样用观察、归纳、发现的方法来解决．为此，可列出表18．2．
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　　由表18．2容易发现
a1＝1，
a2-a1＝1，
a3-a2＝2，
a4-a3＝3，
a5-a4＝4，
……
an-1-an-2＝n-2，
an-an-1＝n-1．
　　n个式子相加
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　　注意 请读者说明an=an-1＋(n-1)的正确性．
　　例3 设a，b，c表示三角形三边的长，它们都是自然数，其中a≤b≤c，如果 b=n(n是自然数)，试问这样的三角形有多少个？
　　分析与解 我们先来研究一些特殊情况：
　　(1)设b=n=1，这时b=1，因为a≤b≤c，所以a=1，c可取1，2，3，…．若c=1，则得到一个三边都为1的等边三角形；若c≥2，由于a＋b=2，那么a＋b不大于第三边c，这时不可能由a，b，c构成三角形，可见，当b=n=1时，满足条件的三角形只有一个．
　　(2)设b=n=2，类似地可以列举各种情况如表18．3．
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　　这时满足条件的三角形总数为：1+2=3．
　　(3)设b=n=3，类似地可得表18．4．
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　　这时满足条件的三角形总数为：1＋2＋3=6．
　　通过上面这些特例不难发现，当b=n时，满足条件的三角形总数为：
[image: image512.jpg]a(n+1)
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　　这个猜想是正确的．因为当b=n时，a可取n个值(1，2，3，…，n)，对应于a的每个值，不妨设a=k(1≤k≤n)．由于b≤c＜a＋b，即n≤c＜n＋k，所以c可能取的值恰好有k个(n，n＋1，n＋2，…，n＋k-1)．所以，当b=n时，满足条件的三角形总数为：
[image: image513.jpg]1424340 +n:“(“2”)





　　例4 设1×2×3×…×n缩写为n！(称作n的阶乘)，试化简：1！×1＋2！×2＋3！×3＋…＋n！×n. 

　　分析与解 先观察特殊情况：
　　(1)当n=1时，原式=1=(1＋1)！-1；
　　(2)当n=2时，原式=5=(2＋1)！-1；
　　(3)当n=3时，原式=23=(3＋1)！-1；
　　(4)当n=4时，原式=119=(4＋1)！-1．
　　由此做出一般归纳猜想：原式=(n+1)！-1. 

　　下面我们证明这个猜想的正确性．
　　1+原式=1+(1！×1＋2！×2＋3！×3+…+n！×n)

　　　　　=1！×2＋2！×2＋3！×3+…+n！×n

　　　　　=2！+2！×2＋3！×3＋…+n！×n

　　　　　=2！×3+3！×3+…＋n！×n

　　　　　=3！+3！×3+…+n！×n＝…
　　　　　=n！+n！×n=(n＋1)！，
　　所以原式=(n+1)！-1. 

　　例5 设x＞0，试比较代数式x3和x2+x+2的值的大小．
　　分析与解 本题直接观察，不好做出归纳猜想，因此可设x等于某些特殊值，代入两式中做试验比较，或许能启发我们发现解题思路．为此，设x=0，显然有
x3＜x2+x+2．①
　　设x=10，则有x3=1000，x2+x＋2=112，所以
x3＞x2+x+2．②
　　设x=100，则有x3＞x2+x+2．
　　观察、比较①，②两式的条件和结论，可以发现：当x值较小时，x3＜x2+x+2；当x值较大时，x3＞x2+x+2．
　　那么自然会想到：当x=？时，x3=x2+x+2呢？如果这个方程得解，则它很可能就是本题得解的“临界点”．为此，设x3=x2＋x＋2，则
x3-x2-x-2＝0，
(x3-x2-2x)＋(x-2)=0，
(x-2)(x2+x+1)=0．
　　因为x＞0，所以x2+x+1＞0，所以x-2=0，所以x=2．这样
　　(1)当x=2时，x3=x2+x+2；
　　(2)当0＜x＜2时，因为
x-2＜0，x2+x+2＞0，
　　所以 (x-2)(x2＋x+2)＜0，
　　即x3-(x2＋x+2)＜0，
　　所以 x3＜x2＋x＋2. 

　　(3)当x＞2时，因为x-2＞0，x2+x+2＞0，
　　所以 (x-2)(x2+x+2)＞0，
　　即x3-(x2＋x＋2)＞0，
　　所以 x3＞x2＋x＋2．
　　综合归纳(1)，(2)，(3)，就得到本题的解答．
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　　分析 先由特例入手，注意到
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　　例7 已知E，F，G，H各点分别在四边形ABCD的AB，BC，CD，DA边上(如图2—101)．
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　　(2)当上述条件中比值为3，4，…，n时(n为自然数)，那S么S四边形EFGH与S四边形ABCD之比是多少？
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G引GM∥AC交DA于M点．由平行截割定理易知
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　　(2)设
[image: image522.jpg]



　　当k=3，4时，用类似于(1)的推理方法将所得结论与(1)的结论列成表18．5.

[image: image523.jpg]



　　观察表18．5中p，q的值与对应k值的变化关系，不难发现：当k=n(自然数)时有
[image: image524.jpg]



以上推测是完全正确的，证明留给读者．

 　第十九讲 特殊化与一般化

　　　特殊化的方法就是在求解一般数学命题的解答时，从考虑一组给定的对象转向考虑其中的部分对象或仅仅一个对象．也就是为了解答一般问题，先求解特例，然后应用特殊的方法或结论再来求解一般问题．
　　另外，特殊化、一般化和类比联想结合起来，更可以由此及彼地发现新命题、开拓新天地．
　　1．特殊化、一般化和类比推广
　　命题1 在△ABC中，∠C=90°，CD是斜边上的高(图2-102)，则有CD2=AD·BD．
　　这是大家所熟知的直角三角形射影定理．
　　类比命题1，如果CD是斜边上的中线，将怎样？由此得到命题2．
　　命题2 在△ABC中，∠C=90°， CD是斜边上的中线(图2-103)，则有CD=AD=BD．
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　　这便是大家已经学过的直角三角形中的斜边中点定理(在此定理中仍保持CD2=AD·BD)．
　　再类比，如果CD是∠C的平分线，将怎样？于是得到命题3．
[image: image526.jpg]



　　命题3 在△ABC中，∠C=90°，CD是∠C的平分线(图2-104)，则有
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　　这是一个新命题，证明如下.

　　引DE⊥BC于E，DF⊥AC于F．
　　因为
[image: image528.jpg]



　　所以
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　　我们把命题1、命题2、命题3一般化，考虑D点是AB上任一点，便产生了以下两个命题．
　　命题4 在△ABC中，∠C=90°，D是斜边AB上的任一内分点(图2-105)，则有
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　　证 引DF⊥AC于F，DE⊥BC于E．因为
CD2-BD2＝CE2-BE2=(CE-BE)BC，
　　而
[image: image532.jpg]



　　所以
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　　命题5 在△ABC中，∠C=90°，D是斜边AB上的任一外分点(图2—106)，则有
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　　证 只要令命题4之结论中AD为-AD，则有
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　　我们再把命题4和命题5特殊化，令D点与A点重合(即│AD│=0)，那么无论是①式或②式都有
AB2=BC2+AC2.

　　这就是我们熟知的勾股定理．
　　命题4或命题5与通常形式下的广勾股定理是等效的，因此，它们也可称作广勾股定理．下面用命题4或命题5来证明以下定理．
　　定理 在△ABC中，AB=c，BC=a，AC=b，a在c上的射影为n，
　　时，取“-”号，∠B为钝角时，取“＋”号)．
　　证 我们仅利用命题4证图2-107中的情况(∠B＜90°)．
[image: image539.jpg]B 2-107




　　为此，我们作图2-109，其中∠DBA=90°，CD=x，CE⊥DB于E，并设CE=n．由命题4，立得
[image: image540.jpg]



　　[image: image541.jpg]bn

c-n

S
x+b

BF o2, Fitka- A ®




　　得
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　　所以
b2=a2+c2-2cn．
　　同理可证图2-108(∠B＞90°)的相应结论．
　　2．特殊化、一般化在解题中的应用
　　例1 设x，y，z，w为四个互不相等的实数，并且
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　　求证：x2y2z2w2=1

　　分析与解 我们先考虑一个特例，只取两个不同实数，简化原来命[image: image546.jpg]. s yWTFREEH, ﬂ}{*’f—yi’* SKIE: =





　　(1)求证这个特殊化的辅助问题就容易多了．事实上，因为
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　　又因为
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到原命题，由
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　　容易想到变形
[image: image552.jpg]G-y) zy=y-z,
(o) wrmsow
o i)

(w-x) yx=x-y.

[CRTRCRE]




　　去分母变形为
　　①×②×③×④，并约去(x-y)(y-z)(z-w)(w-x)(利用x，y，z，w互不相等)就得到
x2y2z2w2=1.

　　例2 设凸四边形O1O2O3O4的周长为l，以顶点O1，O2，O3，O4为圆心作四个半径为R的圆轮．如果带动四个圆轮转动的皮带长为s，求s的长度(图2-110)．
[image: image553.jpg]


　
　　解(1)先解一个特例(图2-111)．设只有两个圆轮⊙O1，⊙O2，2│O1O2│=l＇．显然，带动两轮转动的皮带长度为
s=l＇+2πR．
[image: image554.jpg]



　　(2)再回到原题，我们猜想：
s=l＋2πR．
　　以下证实这个猜想是正确的．
　　为此，设皮带s与各圆轮接触的四个弧为
[image: image555.jpg]



　　由于它们是等圆上的弧，因此，只要证出这四条弧恰好组成一个圆即可．
　　事实上，引O1A＇3∥O2A3，由于O1A1∥O2A2，所以∠A1O1A＇　　[image: image556.jpg]L 80,8, Bl £
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O1为圆心，以R为半径的圆．因此，四圆弧之长为2πR．又因为O1O2=A1A2，O2O3=A3A4，O3O4=A5A6，O1O4=A7A8，所以
l＝A1A2＋A3A4＋A5A6＋A7A8．
　　所以，所求皮带长为
s=l＋2πR．
　　例3 设a1，a2，…，an都是正数．试证：
[image: image560.jpg]



　　证 欲证①成立，先考虑最简单的情形，设n=3，即证
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　　把②变形为
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　　即证
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　　由于④中左边有(a1-a2)，(a2-a3)，(a3-a1)，其和为零，因此，我们猜想：若④式左边相加，其和不小于(a1-a2)，(a2-a3)，(a3-a1)之和即可．为此，我们证更简单的事实．
　　设a，b是任意正整数，则有
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　　事实上，由(a-b)2≥0有
a2-ab≥ab-b2，
　　[image: image565.jpg]FTEA a(a~b) Zbla-b),
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　　根据⑤，④显然成立，因为
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≥(a1-a2)+(a2-a3)+(a3-a1)≥0，
　　从而③式成立，②式成立．
　　剩下来的工作是把②式推到一般情形①，这是很容易的．因为根据⑤，①式必然成立，因为
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 　第二十讲 类比与联想

　　类比就是根据两种事物一部分类似的性质，推测这两种事物其他类似性质的推理方法．例如，由分数的性质类似地推测分式的性质；由直线与圆的位置关系推测圆与圆的位置关系；由一次函数、一次方程、一次不等式的某些性质和解法，推测二次函数、二次方程、二次不等式的某些类似的性质与解法等．
　　联想是由某种事物而想到其他相关事物的思维活动．当我们遇到一个数学问题时，常常想起与它类似的问题、类似的解法，从而有利于新问题的解决．
　　利用类比与联想，常常可以发现新命题和扩展解题思路．
　　1．类比与发现
　　例1 已知：△ABC中，∠C= 90°，AC=BC=1，BD是AC边上的中线，E点在AB边上，且ED⊥BD．求△DEA的面积(图2-113)．
[image: image568.jpg]



　　解 引CF⊥BA于F，由于BC= AC，所以CF是底边AB上的中线．因为H为△ABC的重心，所以
[image: image569.jpg]



　　因为∠C=∠BDE=90°，所以
∠ADE=∠CBH．
　　又由∠A=∠BCH=45°，可知△ADE∽△CBH．所以
　　[image: image570.jpg]FREA



　
　　类比 如果保留例1中等腰三角形诸条件，去掉直角这一特殊性，那么是否会产生类似的命题呢？由此想到例2．
[image: image571.jpg]



　　例2 如图2-114．已知△ABC中，∠C=4∠B=4∠A，BD是AC边上的中线，E点在AB上，且∠AED=∠C，S△ABC=1，求S△AED．
　　解 类似例1的解法，引CF⊥AB于F，交BD于H，显然△ADE不相似于△CBH．但由已知条件
∠C=4∠B=4∠A，
　　则
∠A=∠B=30°，∠C=120°．
　　由于CF平分∠C，所以
∠ACF＝60°．
　　又因为∠AED=∠ACB，∠A=∠A，所以
△ADE∽△ABC，
　　所以
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　　由于△AFC中∠AFC=90°，∠A=30°，所以若设CF=x，则
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　　类比 如果保留例1中的直角等条件，去掉等腰三角形这一特殊性，可以类似地得到例3． 

　　例3 已知△ABC中∠C= 90°，AC=2BC=2，BD是AC边上的中线，CF⊥AB于F，交BD于H(图2-115)．求S△CBH．
[image: image576.jpg]



　　解 本题直接求S△CBH有些困难，联想例1、例2中的△ADE，不妨引辅助线DE⊥BD交AB于E．
　　由于AC=2BC=2，D是AC的中点，且∠C=∠BDE=90°，所以
∠CBH=∠ADE=45°．
　　因为CF⊥AB于F，所以∠BCH=∠A．由于BC=AD=1，所以
△CBH≌△ADE，
　　所以 S△CBH=S△ADE.

　　因此只要求出S△ADE即可，为此，设DE=x，则
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　　(2)例3由例1类比而来，最自然的想法是求S△ADE，为增加难度与变换方式获得新命题，故例3反求S△CBH．
　　我们知道一个三角形的三边如果是a，b，c，那么就有
│b-c│＜a＜b＋c，①
　　即三角形任意一边小于其余两边之和，大于其余两边之差．
　　我们对①类比：是否有
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　　存在呢？如果②存在，那么就发现了如下命题(例4)．
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　　2．联想与解题
　　例5 a，b为两个不相等且都不为零的数，同时有
a2＋pa＋q=0，b2+pb＋q=0，
　　[image: image583.jpg]


 

　　分析与解 由已知条件，联想到方程根的定义，a，b是方程x2＋px+q=0的两个根，由a，b不为零，有
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　　例6 如果(z-x)2-4(x-y)(y-z)=0，求证：
x+z=2y．
　　分析与解 (1)展开原式有
z2-2xz+x2-4(xy-y2-xz+yz)=0，
　　合并、配方得
(x+z)2-4y(x+z)＋4y2=0，
　　即 (x+z-2y)2=0，
　　所以 x+z＝2y．
　　(2)如果看已知条件：
(z-x)2-4(x-y)(y-z)=0，
　　很像二次方程根的判别式b2-4ac的形式，因此，可联想到方程
(x-y)t2＋(z-x)t＋(y-z)＝0(x-y≠0)有二相等实根．由
(x-y)+(z-x)+(y-z)=0

　　可知1是以上方程的根，再由根与系数关系知
[image: image586.jpg]



　　所以 x+z=2y．
　　当x=y=0，即x=y时，有x=y=z，所以
x+z=2y．
　　例7 化简
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　　分析与解 这是一个根式的化简问题，分子、分母大同小异，自然联想到应用因式分解，使分子、分母具有公因式，化简就很容易了．
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　　例8 图2-116是我国古代数学家赵爽证明勾股定理的“弦图”，其中“弦实”是弦平方的面积，“弦图”以弦为边作正方形(如正方形ABCD)，然后在“弦图”内部作四个直角三角形(如△AHB，△BEC，△CDF，△DAG)．设a，b，c为四个直角三角形的勾、股、弦，则根据“出入相补原理”就有
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　　即 c2=2ab+b2-2ab+a2,

　　即 c2=a2+b2.

　　这是中国古代数学家独立于西方毕达哥拉斯和欧几里得发明的证法．后人沿用“出入相补原理”，也就是割补原理解决了许多数学问题，也创造了“勾股定理”的许多新证法．事实上每位初中同学，学了勾股定理，只要用心思考，一定会用割补法想出更新的证明勾股定理的方法．下面的几例，便是同学们提出的割补图．
　　设a，b，c分别为直角三角形的勾、股、弦．
　　(1)在图 2-117中，有
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a2+b2＝(S3+S5)+(S1+S2+S4)

　　＝(S4+S5)+(S1+S2+S3)

＝2S2+S1+S3=c2．
　　(2)在图 2-118中，有
a2+b2＝(S3+S4)＋(S1+S2)

　　　　　 =S1＋S3＋S4＋S＇2＋S5=c2
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　　(3)在图2-119中，有
a2＋b2＝(S2＋S5)+(S1＋S3＋S4)

　　　　=S1＋S2＋S3＋S4＋S5＝c2．
　　(4)在图2-120中，有
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　a2＋b2=(S＇2＋S5)＋(S1＋S3＋S4)

　　=(S＇2+S4)+(S1+S3+S5)

＝S1+S2+S3+S5=c2．

 　　第二十一讲 分类与讨论

　　分类在数学中是常见的，让我们先从一个简单的例子开始．
　　有四张卡片，它们上面各写有一个数字：1，9，9，8．从中取出若干张按任意次序排列起来得到一个数，这样的数中有多少个是质数？
　　因为按要求所得的数可能是一位数、二位数、三位数和四位数，我们分别给予讨论．
　　任取一张卡片，只能得3个数：1，8，9，其中没有质数；任取二张卡片，可得7个数：18，19，81，89，91，98，99，其中19，89两个是质数；任取三张卡片，可得12个数：189，198，819，891，918，981，199，919，991，899，989，998，其中199，919，991三个数是质数；取四张，所得的任一个四位数的数字和是27，因而是3的倍数，不是质数．综上所述，质数共有2＋3=5个．
　　上面的解题方法称为分类讨论法．当我们要解决一个比较复杂的问题时，经常把所要讨论的对象分成若干类，然后逐类讨论，得出结论．
　　分类讨论法是一种很重要的数学方法．在分类中须注意题中所含的对象都必须在而且只在所分的一类中．分类讨论一般分为三个步骤，首先确定分类对象，即对谁实施分类．第二是对对象实施分类，即分哪几类，这里要特别注意，每次分类要按照同一标准，并做到不重复、不遗漏，有些复杂的问题，还要逐级分类．最后对讨论的结果进行综合，得出结论．
　　例1 求方程
x2-│2x-1│-4=0

　　的实根．
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x2+2x-1-4=0，
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x2-2x＋1-4=0，
x1＝3，x2=-1．
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　　说明 在去绝对值时，常常要分类讨论．
　　例2 解方程x2-[x]=2，其中[x]是不超过x的最大整数．
　　解 由[x]的定义，可得
x≥[x]=x2-2，
　　所以 x2-x-2≤0，
　　解此不等式得
-1≤x≤2．
　　现把x的取值范围分成4个小区间(分类)来进行求解．
　　(1)当-1≤x≤0时，原方程为
x2-(-1)=2，
　　所以x=-1(因x=1不满足-1≤x＜0)．
　　(2)当0≤x＜1时，原方程为
x2=2．
　　(3)当1≤x＜2时，原方程为
x2-1=2，
　　所以
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　　(4)当x=2时，满足原方程．
　　例3 a是实数，解方程
x│x+1│+a=0．
　　分析 方程中既含有绝对值，又含有参数a，若以平方化去绝对值的话，则引入了高次方程，把问题更加复杂化了．对这种问题，宜讨论x的取值范围来求解．
　　解 (1)当x＜-1时，原方程变形为
x2＋x-a=0．①
　　当△=1＋4a≥0(且a=-x│1＋x│＞0)，即a＞0时，①的解为
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　　(2)当x≥-1时，原方程为
x2＋x＋a=0．②
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　　又x≥-1，即
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　　综上所述，可得：当a＜0时，原方程的解为
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　　例5 已知三角形中两角之和为n，最大角比最小角大24°，求n的取值范围．
　　解 设三角形的三个角度数分别是α，β，γ，且有α≥β≥γ． 由题设α-γ=24．
　　(1)若β+γ=n，则α=180°-n，
　　γ=α-24°＝156°-n，β＝n-γ＝2n-156°．
　　所以
156°-n≤2n-156°≤180°-n，
　　所以 104°≤n≤112°．
　　(2)若α＋γ=n，则β=180°-n，于是
[image: image613.jpg]



　　所以
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　　所以 112°≤n≤128°．
　　(3)若α＋β=n，则γ=180°-n，α=γ+24°=204°-n，β=n-α=2n-204°．于是
180°- n≤2n-204°≤204°-n，
　　所以 128°≤n≤136°．
　　综上所述，n的取值范围是104°≤n≤136°．
　　例6 证明：若p是大于5的质数，则p2-1是24的倍数．
　　分析 关于整数的问题，我们常把它分成奇数和偶数(即按模2分类)来讨论，有时也把整数按模3分成三类：3k，3k＋1，3k＋2．一般地，可根据问题的需要，把整数按模n来分类．本题我们按模6来分类．
　　证 把正整数按模6分类，可分成6类：6k，6k+1，6k＋2，6k＋3，6k＋4，6k＋5．因p是大于5的质数，故p只能属于6k+1，6k+5这两类．
　　当p=6k＋1时，
p2-1=36k2+12k=12k(3k+1)．
　　因k，3k＋1中必有一个偶数，此时24│p2-1．
　　当p=6k＋5时，
　　p2-1=36k2＋60k＋24

　　　 ＝12k2＋12k

　　　 =12k(k＋1)≡0(mod 24)．
　　所以，P2-1是24的倍数．
　　例7 证明
　　A=││x-y│+x+y-2z│+│x-y│+x+y+2z

　　 ＝4max｛x，y，z｝，
　　其中max｛x，y，z｝表示x，y，z这三个数中的最大者．
　　分析 欲证的等式中含有三个绝对值符号，且其中一个在另一个内，要把绝对值去掉似乎较为困难，但等式的另一边对我们有所提示，如果x为x，y，z中的最大者，即证A=4x，依次再考虑y，z是它们中的最大值便可证得．
　　证 (1)当x≥y，x≥z时，
　　A=│x-y+x+y-2z│＋x-y+x+y+2z

　　 =2x-2z+2x+2z=4x. 

　　(2)当y≥z，y≥x时，
　　A=│y-x+x+y-2z│+y-x+x+y+2z

　　 =2y-2z+2y+2z=4y．
　　(3)当z≥x，z≥y时，因为
　　│x-y│＋x＋y=max｛x，y｝≤2z，
　　所以
　　A=2z-│x-y│-x-y+│x-y│+x+y+2z=4z．
　　从而 A=4max｛x，y，z｝．
　　例8 在1×3的矩形内不重叠地放两个与大矩形相似的小矩形，且每个小矩形的每条边相应地与大矩形的一条边平行，求两个小矩形周长和的最大值．
　　解 两个小矩形的放置情况有如下几种：
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　　(2)两个小矩形都“横放”，如图2-124及图2-125所示，这时两个小矩形的周长和的最大值是
2(a＋3a)＋2[1-a＋3(1-a)]＝8．
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　　(3)两个小矩形一个“横放”，一个“竖放”，如图2-126，这时两个小矩形的周长和为
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第二十二讲 面积问题与面积方法

　　几何学的产生，源于人们测量土地面积的需要．面积不仅是几何学研究的一个重要内容，而且也是用来研究几何学的一个有力工具．
　　下面，我们把常用的一些面积公式和定理列举如下．
　　(1)三角形的面积
　　(i)三角形的面积公式
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　　b＋c)是半周长，r是△ABC的内切圆半径．
　　(ii)等底等高的两个三角形面积相等．
　　(iii)两个等底三角形的面积之比等于高之比；两个等高三角形的面积之比等于底边之比；两个三角形面积之比等于底、高乘积之比．
　　(iv)相似三角形的面积之比等于相似比的平方．
　　(2)梯形的面积
　　梯形的面积等于上、下底之和与高的乘积的一半．
　　(3)扇形面积
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　　其中r为半径，l为弧长，θ为弧l所对的圆心角的度数，α是弧度数．
　　1．有关图形面积的计算和证明
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　　解 因为CD⊥AB，AC=CB，且△ABD内接于半圆，由此可得　　[image: image626.jpg]DABDR—IFRER=AK. LABD=/BAD= 45" , BD=+2.
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　　所以，阴影部分AEFBDA的面积是
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　　例2 已知凸四边形ABCD的对角线AC，BD相交于点O，且△ABC，△ACD，△ABD的面积分别为S1=5，S2=10，S3=6．求△ABO的面积(图2-128)．
　　解 首先，我们证明△ABC与△ACD的面积比等于BO与DO的比．过B，D分别作AC的垂线，垂足为E，F．于是Rt△BEO
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　　由题设
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　　设S△AOB=S，则
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　　所以
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　　例3 如图2-129，AD，BE，CF交于△ABC内的一点P，并将△ABC分成六个小三角形，其中四个小三角形的面积已在图中给出．求△ABC的面积．
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　　分析 如果能把未知的两个小三角形的面积求出，那么△ABC的面积即可得知．根据例1，这两个面积是不难求出的．
　　解 设未知的两个小三角形的面积为x和y，则
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　　即
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　　又
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　　即
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　　①÷②得
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　　再由②得x=56．因此
　　S△ABC＝84＋70＋56＋35＋40＋30=315．
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　　例4 如图2-130，通过△ABC内部一点Q引平行于三角形三边的直线，这些直线分三角形为六个部分，已知三个平形四边形部分的面积为S1，S2，S3，求△ABC的面积．
　　解 为方便起见，设
　　S△QDG=S′1，S△QIE=S′2，S△QFH=S′3，则
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　　所以
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　　同理可得
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　　从①，②，③中可以解得
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　　所以
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　　例5 在一个面积为1的正方形中构造一个如图2-131所示的正方形：将单位正方形的每一条边n等分，然后将每个顶点和它相对的顶点最接近的分点连接起来．如果小正方形(图中阴影部分)的面积恰[image: image647.jpg]1
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　　解 如图2-131，过F作BC的平行线交BG于H，则∠GHF=∠CED，∠FGH=∠DCE=90°，故
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　　n2-n-90=0，
　　所以n=10．
　　2．利用面积解题
　　有的平面几何问题，虽然没有直接涉及到面积，然而若灵活地运用面积知识去解答，往往会出奇制胜，事半功倍．
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　　例6 在△ABC内部或边界上任取一点P，记P到三边a，b，c的距离依次为x，y，z．求证：ax+by+cz是一个常数．
　　证 如图2-132，连结PA， PB，PC，把△ABC分成三个小三角形，则
　　S△ABC＝S△PAB＋S△PCB＋S△PCA
　　　　 [image: image651.jpg]EELNENN, —
—JerstTarxtTbey,




　　所以 ax＋by＋cz=2S△ABC，
　　即ax＋by＋cz为常数．
　　说明 若△ABC为等边三角形，则
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　　此即正三角形内一点到三边的距离和为常数，此常数是正三角形的高．
　　例7 如图2-133，设P是△ABC内任一点，AD，BE，CF是过点P且分别交边BC，CA，AB于D，E，F．求证：
[image: image653.jpg]PD  PE PF
DT




　　证 首先，同例2类似，容易证明
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　　说明 本例的结论很重要，在处理三角形内三条线交于一点的问题时，常常可以用这一结论去解决．
　　例8 如图2-134，已知D，E，F分别是锐角三角形ABC的三边BC，CA，AB上的点，且AD，BE，CF相交于点P，AP=BP=CP=6，设PD=x，PE=y，PF=z，若xy＋yz+zx=28，求xyz的值．
　　解 由上题知
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　　去分母整理得
　　3(xy+yz＋zx)＋36(x+y＋z)＋324

　　=xyz+6(xy＋yz＋zx)+36(x+y＋z)＋216，
　　所以 xyz=108-3(xy＋yz＋zx)=24．

第二十三讲 几何不等式

　　平面图形中所含的线段长度、角的大小及图形的面积在许多情形下会呈现不等的关系．由于这些不等关系出现在几何问题中，故称之为几何不等式．
　　在解决这类问题时，我们经常要用到一些教科书中已学过的基本定理，本讲的主要目的是希望大家正确运用这些基本定理，通过几何、三角、代数等解题方法去解决几何不等式问题．这些问题难度较大，在解题中除了运用不等式的性质和已经证明过的不等式外，还需考虑几何图形的特点和性质．
　　几何不等式就其形式来说不外乎分为线段不等式、角不等式以及面积不等式三类，在解题中不仅要用到一些有关的几何不等式的基本定理，还需用到一些图形的面积公式．下面先给出几个基本定理．
　　定理1 在三角形中，任两边之和大于第三边，任两边之差小于第三边．
　　定理2 同一个三角形中，大边对大角，小边对小角，反之亦然．
　　定理3 在两边对应相等的两个三角形中，第三边大的，所对的角也大，反之亦然．
　　定理4 三角形内任一点到两顶点距离之和，小于另一顶点到这两顶点距离之和．
　　定理5 自直线l外一点P引直线l的斜线，射影较长的斜线也较长，反之，斜线长的射影也较长．
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　　说明 如图2-135所示．PA，PB是斜线，HA和HB分别是PA和PB在l上的射影，若HA＞HB，则PA＞PB；若PA＞PB，则HA＞HB．事实上，
　　由勾股定理知
PA2-HA2=PH2=PB2-HB2，
　　所以
PA2-PB2=HA2-HB2．
　　从而定理容易得证．
　　定理6 在△ABC中，点P是边BC上任意一点，则有
PA≤max｛AB，AC｝，
　　当点P为A或B时等号成立．
　　说明 max｛AB，AC｝表示AB，AC中的较大者，如图2-136所示，若P在线段BH上，则由于PH≤BH，由上面的定理5知PA≤BA，从而
PA≤max｛AB，AC｝．
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　　同理，若P在线段HC上，同样有PA≤max｛AB，AC｝．
　　例1 在锐角三角形ABC中，AB＞AC，AM为中线，P为△AMC内一点，证明：PB＞PC(图2-137)．
　　证 在△AMB与△AMC中，AM是公共边，BM=MC，且AB＞AC，由定理3知，∠AMB＞∠AMC，所以∠AMC＜90°．
　　过点P作PH⊥BC，垂足为H，则H必定在线段BM的延长线上．如果H在线段MC内部，则
BH＞BM=MC＞HC．
　　如果H在线段MC的延长线上，显然BH＞HC，所以PB＞PC．
[image: image663.jpg]
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　　例2 已知P是△ABC内任意一点(图2-138)．
　　(1)求证：
[image: image665.jpg]% (atb+c) <PA+PB+PC



＜a＋b＋c；
　　(2)若△ABC为正三角形，且边长为1，求证：
PA+PB＋PC＜2．
　　证 (1)由三角形两边之和大于第三边得
　　PA＋PB＞c，PB＋PC＞a，PC＋PA＞b．把这三个不等式相加，再两边除以2，便得
[image: image666.jpg]PA+PB+PC>% (atbte) .




　　又由定理4可知
PA＋PB＜a＋b， PB＋PC＜b＋c，
PC+PA＜c＋a．
　　把它们相加，再除以2，便得
PA＋PB＋PC＜a＋b＋c．
　　所[image: image667.jpg]% (atb+c) <PA+PB+PClatbtc.




　　(2)过P作DE∥BC交正三角形ABC的边AB，AC于D，E，如图2-138所示．于是
PA＜max｛AD，AE｝＝AD，
PB＜BD＋DP，PC＜PE＋EC，
　　所以
PA＋PB＋PC＜AD＋BD＋DP＋PE＋EC

=AB＋AE＋EC=2．
[image: image668.jpg]iy




　　例3 如图2-139．在线段BC同侧作两个三角形ABC和DBC，使得AB=AC，DB＞DC，且AB＋AC=DB＋DC．若AC与BD相交于E，求证：AE＞DE．
　　证 在DB上取点F，使DF=AC，并连接AF和AD．由已知2DB＞DB+DC

　　=AB+AC=2AC，
　　所以 DB＞AC．
　　由于DB＋DC=AB＋AC=2AC，所以
DC＋BF=AC=AB．
　　在△ABF中，
AF＞AB-BF=DC．
　　在△ADC和△ADF中，
AD=AD，AC=DF，AF＞CD．
　　由定理3，∠1＞∠2，所以
AE＞DE．
　　例4 设G是正方形ABCD的边DC上一点，连结AG并延长交BC延长线于K，求证：
[image: image669.jpg]% (AG +AK) >AC.




　　分析 在不等式两边的线段数不同的情况下，一般是设法构造其所[image: image670.jpg]HEW=AR, FAROTER, ML (Ac+AK) FAC



为边的三角形．

　　证 如图2-140，在GK上取一点M，使GM=MK，则
[image: image671.jpg]% (AG+AR) =aM.




　　在Rt△GCK中，CM是GK边上的中线，所以
∠GCM=∠MGC．
　　而∠ACG=45°，∠MGC＞∠ACG，于是
∠MGC＞45°，
　　所以
∠ACM=∠ACG＋∠GCM＞90°．
[image: image672.jpg]Ee-140
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　　由于在△ACM中∠ACM＞∠AMC，所以AM＞AC．故
[image: image674.jpg]% (AG+AK) >AC.




　　例5 如图2-141．设BC是△ABC的最长边，在此三角形内部任选一点O，AO，BO，CO分别交对边于A′，B′，C′．证明：
　　(1)OA′＋OB′＋OC′＜BC；
　　(2)OA′＋OB′+OC′≤max｛AA′，BB′，CC′｝．
　　证 (1)过点O作OX，OY分别平行于边AB，AC，交边BC于X，Y点，再过X，Y分别作XS，YT平行于CC′和BB′交AB，AC于S，T．由于△OXY∽△ABC，所以XY是△OXY的最大边，所以
OA′＜max｛OX，OY｝≤XY．
　　又△BXS∽△BCC′，而BC是△BCC′中的最大边，从而BX也是△BXS中的最大边，而且SXOC′是平行四边形，所以
BX＞XS=OC′．
　　同理
CY＞OB′．
　　所以
OA′＋OB′＋OC′＜XY＋BX＋CY=BC．
　　[image: image675.jpg]



　　所以
　　OA′＋OB′+OC′=x·AA′+y·BB′＋z·CC′
≤(x+y+z)max｛AA′，BB′，CC′｝
=max｛AA′，BB′，CC′｝
　　下面我们举几个与角有关的不等式问题．
　　例6 在△ABC中，D是中线AM上一点，若∠DCB＞∠DBC，求证：∠ACB＞∠ABC(图2-142)．
[image: image676.jpg]A




　　证 在△BCD中，因为∠DCB＞∠DBC，所以BD＞CD．
　　在△DMB与△DMC中，DM为公共边，BM=MC，并且BD＞CD，由定理3知，∠DMB＞∠DMC．在△AMB与△AMC中，AM是公共边，BM=MC，且∠AMB＞∠AMC，由定理3知，AB＞AC，所以
∠ACB＞∠ABC．
　　说明 在证明角的不等式时，常常把角的不等式转换成边的不等式．
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　　证 由于AC＞AB，所以∠B＞∠C．作∠ABD=∠C，如图2[image: image679.jpg]— 14350 &'[ELACB<%LABC, ARIELACB<ZDBC,




　　即证BD∠CD．因为△BAD∽△CAB，
　　[image: image680.jpg]FALL



　
　　即 BC＞2BD．
　　又 CD＞BC-BD，
　　所以
BC＋CD＞2BD＋BC-BD，
　　所以 CD＞BD．
　　从而命题得证．
　　例8 在锐角△ABC中，最大的高线AH等于中线BM，求证：∠B＜60°(图2-144)．
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　　证 作MH1⊥BC于H1，由于M是中点，所以
[image: image683.jpg]



　　于是在Rt△MH1B中，
∠MBH1=30°．
　　延长BM至N，使得MN=BM，则ABCN为平行四边形．因为AH为最[image: image684.jpg]KB, AEABWERAR (5=1ab, = 1oh, =1cb) . BORA



ABC中的最短边，所以
AN=BC＜AB，
　　从而
∠ABN＜∠ANB=∠MBC=30°，
∠B=∠ABM+∠MBC＜60°．
　　下面是一个非常著名的问题——费马点问题．
　　例9 如图2-145．设O为△ABC内一点，且
∠AOB=∠BOC=∠COA=120°，
　　P为任意一点(不是O)．求证：
PA＋PB+PC＞OA+OB+OC．
　　证 过△ABC的顶点A，B，C分别引OA，OB，OC的垂线，设这三条垂线的交点为A1，B1，C1(如图2-145)，考虑四边形AOBC1．因为
∠OAC1=∠OBC1=90°，∠AOB=120°，
　　所以∠C1=60°．同理，∠A1=∠B1=60°．所以△A1B1C1为正三角形．
　　设P到△A1B1C1三边B1C1，C1A1，A1B1的距离分别为ha，hb，hc，且△A1B1C1的边长为a，高为h．由等式
S△A1B1C1=S△PB1C1+S△PC1A1＋S△PA1B1
　　知
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　　所以 h=ha＋hb＋hc．
　　这说明正△A1B1C1内任一点P到三边的距离和等于△A1B1C1的高h，这是一个定值，所以
OA＋OB＋OC=h=定值．
　　显然，PA＋PB＋PC＞P到△A1B1C1三边距离和，所以
PA＋PB＋PC＞h=OA＋OB＋OC．
　　这就是我们所要证的结论．
　　由这个结论可知O点具有如下性质：它到三角形三个顶点的距离和小于其他点到三角形顶点的距离和，这个点叫费马点．

第二十四讲* 整数的整除性
　　整数的整除性问题，是数论中的最基本问题，也是国内外数学竞赛中最常出现的内容之一．由于整数性质的论证是具体、严格、富有技巧，它既容易使学生接受，又是培养学生逻辑思维和推理能力的一个有效课题，因此，了解一些整数的性质和整除性问题的解法是很有必要的．
　　1．整除的基本概念与性质
　　所谓整除，就是一个整数被另一个整数除尽，其数学定义如下．
　　定义 设a，b是整数，b≠0．如果有一个整数q，使得a=bq，那么称a能被b整除，或称b整除a，并记作b｜a．如果不存在这样的整数q，使得a=bq，则称a不能被b整除，或称b不整除a，记作b[image: image686.jpg]


a．
　　关于整数的整除，有如下一些基本性质：
　　性质1 若b｜a，c｜b，则c｜a．
　　性质2 若c｜a，c｜b，则c｜(a±b)．
　　性质3 若c｜a，c[image: image687.jpg]


b，则c[image: image688.jpg]


(a±b)．
　　性质4 若b｜a，d｜c，则bd｜ac．
　　性质5 若a=b＋c，且m｜a，m｜b，则m｜c．
　　性质6 若b｜a，c｜a，则[b，c]｜a(此处[b，c]为b，c的最小公倍数)．特别地，当(b，c)=1时，bc｜a(此处(b，c)为b，c的最大公约数)．
　　性质7 若c｜ab，且(c，a)=1，则c｜b．特别地，若p是质数，且p｜ab，则p｜a或p｜b．
　　性质8 若a≠b，n是自然数，则(a-b)｜(an-bn)．
　　性质9 若a≠-b，n是正偶数，则(a＋b)｜(an-bn)．
　　性质10 若a≠-b，n是正奇数，则(a＋b)｜(an＋bn)．
　　2．证明整除的基本方法
　　证明整除常用下列几种方法：(1)利用基本性质法；(2)分解因式法；(3)按模分类法；(4)反证法．下面举例说明．
　　例1 证明：三个连续奇数的平方和加1，能被12整除，但不能被24整除．
　　分析 要证明一个数能被12整除但不能被24整除，只需证明此数等于12乘上一个奇数即可．
　　证 设三个连续的奇数分别为2n-1，2n＋1，2n+3(其中n是整数)，于是
　　(2n-1)2+(2n+1)2+(2n+3)2＋1

=12(n2＋n＋1)．
　　所以
　　12｜[(2n-1)2＋(2n＋1)2＋(2n＋3)2]．
　　又n2+n＋1=n(n＋1)+1，而n，n+1是相邻的两个整数，必定一奇一偶，所以n(n+1)是偶数，从而n2＋n+1是奇数，故
24[image: image689.jpg]


 [(2n-1)2+(2n+1)2＋(2n＋3)2]．
　　例2 若x，y为整数，且2x+3y，9x＋5y之一能被17整除，那么另一个也能被17整除．
　　证 设u=2x＋3y，v=9x＋5y．若17｜u，从上面两式中消去y，得
3v-5u=17x．①
　　所以 17｜3v．
　　因为(17，3)=1，所以17｜v，即17｜9x＋5y．
　　若17｜v，同样从①式可知17｜5u．因为(17，5)=1，所以17｜u，即17｜2x＋3y．
　　[image: image690.jpg]s Zp o 20 B lamrmm 5A>



q＞1．求pq的值．
　　解 若p=q，则
[image: image691.jpg]



　　不是整数，所以p≠q．不妨设p＜q，于是
[image: image692.jpg]


　
　　[image: image693.jpg]=1, Blg=2p-1. X
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　　是整数，所以p只能为3，从而q=5．所以
pq=3×5=15．
　　例4 试求出两两互质的不同的三个自然数x，y，z，使得其中任意两个的和能被第三个数整除．
　　分析 题中有三个未知数，我们设法得到一些方程，然后从中解出这些未知数．
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最小的一个：
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　　y｜(y＋2x)，所以y｜2x，于是
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数两两互质，所以x=1． 

　　所求的三个数为1，2，3．
　　例5 设n是奇数，求证：
60｜6n-3n-2n-1．
　　分析 因为60=22×3×5，22，3，5是两两互质的，所以由性质6，只需证明22，3，5能被6n-3n-2n-1整除即可．对于幂的形式，我们常常利用性质8～性质10，其本质是因式分解．
　　证 60=22×3×5．由于n是奇数，利用性质8和性质10，有
22｜6n-2n，22｜3n＋1，
　　所以22｜6n-2n-3n-1， 3｜6n-3n， 3｜2n+1，
　　所以3｜6n-3n-2n-1，5｜6n-1，5｜3n+2n，
　　所以5｜6n-1-3n-2n．
　　由于22，3，5两两互质，所以60｜6n-3n-2n-1．
　　我们通常把整数分成奇数和偶数两类，即被2除余数为0的是偶数，余数为1的是奇数．偶数常用2k表示，奇数常用2k+1表示，其实这就是按模2分类．又如，一个整数a被3除时，余数只能是0，1，2这三种可能，因此，全体整数可以分为3k，3k＋1，3k＋2这三类形式，这是按模3分类．有时为了解题方便，还常把整数按模4、模5、模6、模8等分类，但这要具体问题具体处理．
　　例6 若整数a不被2和3整除，求证：24｜(a2-1)．
　　分析 因为a既不能被2整除，也不能被3整除，所以，按模2分类与按模3分类都是不合适的．较好的想法是按模6分类，把整数分成6k，6k＋1，6k＋2，6k＋3，6k＋4，6k＋5这六类．由于6k，6k＋2，6k＋4是2的倍数，6k＋3是3的倍数，所以a只能具有6k＋1或6k＋5的形式，有时候为了方便起见，也常把6k＋5写成6k-1(它们除以6余数均为5)．
　　证 因为a不被2和3整除，故a具有6k±1的形式，其中k是自然数，所以a2-1=(6k±1)2-1=36k2±12k=12k(3k±1)．由于k与3k±1为一奇一偶(若k为奇数，则3k±1为偶数，若k为偶数，则3k±1为奇数)，所以2｜k(3k±1)，于是便有24｜(a2-1)．
　　例7 求证：3n+1(n为正整数)能被2或22整除，但不能被2的更高次幂整除．
　　证 按模2分类．若n=2k为偶数，k为正整数，则
3n＋1=32k＋1=(3k)2＋1．
　　由3k是奇数，(3k)2是奇数的平方，奇数的平方除以8余1，故可设(3k)2=8l＋1，于是
3n＋1=8l＋2=2(4l＋1)．
　　4l＋1是奇数，不含有2的因数，所以3n＋1能被2整除，但不能被2的更高次幂整除．
　　若n=2k＋1为奇数，k为非负整数，则
3n+1=32k＋1+1=3·(3k)2＋1

　　 　=3(8l＋1)＋1=4(6l＋1)．
　　由于6l＋1是奇数，所以此时3n+1能被22整除，但不能被2的更高次幂整除．
　　在解决有些整除性问题时，直接证明较为困难，可以用反证法来证．
　　例8 已知a，b是整数，a2＋b2能被3整除，求证：a和b都能被3整除．
　　证 用反证法．如果a，b不都能被3整除，那么有如下两种情况：
　　(1)a，b两数中恰有一个能被3整除，不妨设3｜a，3[image: image700.jpg]


b．令a=3m，b=3n±1(m，n都是整数)，于是
a2+b2=9m2+9n2±6n+1

　　　　　=3(3m2＋3n2±2n)+1，
　　不是3的倍数，矛盾．
　　(2)a，b两数都不能被3整除．令a=3m±1，b=3n±1，则
　　a2＋b2=(3m±1)2+(3n±1)2

　　　　 =9m2±6m+1+9n2±6n＋1

　　 　　=3(3m2+3n2±2m±2n)＋2，
　　不能被3整除，矛盾．
　　由此可知，a，b都是3的倍数．
　　例9 设p是质数，证明：满足a2=pb2的正整数a，b不存在．
　　证 用反证法．假定存在正整数a，b，使得
a2=pb2
　　令(a，b)=d，a=a1d，b=b1d，则(a1，b1)=1．所以
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　　与(a1，b1)=1矛盾．
　　例10 设p，q均为自然数，且
[image: image703.jpg]



　　求证：29｜p．
　　证 注意到29是质数．令a=10×11×…×19．
　　[image: image704.jpg]
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　　所以 ap=29q·b，
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　　29｜a·p，29是质数，且29[image: image707.jpg]


a，所以29｜p．

第二十五讲* 同余式

　　数论有它自己的代数，称为同余理论．最先引进同余的概念与记号的是数学王子高斯．
　　先看一个游戏：有n＋1个空格排成一行，第一格中放入一枚棋子，甲乙两人交替移动棋子，每步可前移1，2或3格，以先到最后一格者为胜．问是先走者胜还是后走者胜？应该怎样走才能取胜？
　　取胜之道是：你只要设法使余下的空格数是4的倍数，以后你的对手若走i格(i=1，2，3)，你走4-i格，即每一次交替，共走了4格．最后只剩4个空格时，你的对手就必输无疑了．因此，若n除以4的余数是1，2或3时，那么先走者甲胜；若n除以4的余数是0的话，那么后走者乙胜．
　　在这个游戏里，我们可以看出，有时我们不必去关心一个数是多少，而要关心这个数用m除后的余数是什么．又例如，1999年元旦是星期五，1999年有365天，365=7×52＋1，所以2000年的元旦是星期六．这里我们关心的也是余数．这一讲中，我们将介绍同余的概念、性质及一些简单的应用．
　　同余，顾名思义，就是余数相同．
　　定义1 给定一个正整数m，如果用m去除a，b所得的余数相同，则称a与b对模m同余，记作
a≡b(modm)，
　　并读作a同余b，模m．
　　若a与b对模m同余，由定义1，有
a=mq1＋r，b=mq2+r．
　　所以 a-b=m(q1-q2)，
　　即 m｜a-b．
　　反之，若m｜a-b，设
a=mq1＋r1，b=mq2＋r2，0≤r1，r2≤m-1，
　　则有m｜r1-r2．因｜r1-r2｜≤m-1，故r1-r2=0，即r1＝r2．
　　于是，我们得到同余的另一个等价定义：
　　定义2 若a与b是两个整数，并且它们的差a-b能被一正整数m整除，那么，就称a与b对模m同余．
　　同余式的写法，使我们联想起等式．其实同余式和代数等式有一些相同的性质，最简单的就是下面的定理1．
　　定理1 (1)a≡a(modm)．
　　(2) 若a≡b(modm)，则b≡a(modm)．
　　(3) 若a≡b(modm)，b≡c(modm)，则a≡c(modm)．
　　在代数中，等式可以相加、相减和相乘，同样的规则对同余式也成立．
　　定理2 若a≡b(modm)，c≡d(modm)，则
　　a±c≡b±d(modm)，ac≡bd(modm)．
　　证 由假设得m｜a-b，m｜c-d，所以
m｜(a±c)-(b±d)， m｜c(a-b)＋b(c-d)，
　　即
a±c≡b±d(modm)，ac≡bd(modm)．
　　由此我们还可以得到：若a≡b(modm)，k是整数，n是自然数，则
a±k≡b±k(modm)，
ak≡bk(modm)，an≡bn(modm)．
　　对于同余式ac≡bc(modm)，我们是否能约去公约数c，得到一个正确的同余式a≡b(modm)？
　　在这个问题上，同余式与等式是不同的．例如
25≡5(mod 10)，
　　约去5得
5≡1(mod 10)．
　　这显然是不正确的．但下面这种情形，相约是可以的．
　　定理3 若ac≡bc(modm)，且(c，m)=1，则
　　a≡b(modm)．
　　证 由题设知
ac-bc=(a-b)c=mk．
　　由于(m，c)=1，故m｜a-b，即a≡b(modm)．
　　定理4 若n≥2，
a≡b(modm1)，
a≡b(modm2)，
…………
a≡b(modmn)，
　　且M=[m1，m2，…，mn]表示m1，m2，…，mn的最小公倍数，则
a≡b(modM)．
　　前面介绍了同余式的一些基本内容，下面运用同余这一工具去解决一些具体问题．
　　应用同余式的性质可以简捷地处理一些整除问题．若要证明m整除a，只需证a≡0(modm)即可．
　　例1 求证：
　　(1)8｜(551999＋17)；
　　(2) 8(32n＋7)；
　　(3)17｜(191000-1)．
　　证 (1)因55≡-1(mod 8)，所以551999≡-1(mod 8)，551999＋17≡-1＋17=16≡0(mod 8)，于是8｜(551999＋17)．
　　(2)32=9≡1(mod 8)，32n≡1(mod 8)，所以32n＋7≡1＋7≡0(mod 8)，即8｜(32n＋7)．
　　(3)19≡2(mod 17)，194≡24=16≡-1(mod 17)，所以191000=(194)250≡(-1)250≡1(mod 17)，于是
17｜(191000-1)．
　　例2 求使2n-1为7的倍数的所有正整数n．
　　解 因为23≡8≡1(mod 7)，所以对n按模3进行分类讨论．
　　(1) 若n=3k，则
2n-1＝(23)k-1＝8k-1≡1k-1＝0(mod 7)；
　　(2) 若n=3k＋1，则
2n-1=2·(23)k-1=2·8k-1

　　　≡2·1k-1＝1(mod 7)；
　　(3) 若n=3k＋2，则
2n-1=22·(23)k-1=4·8k-1

　　　≡4·1k-1＝3(mod 7)．
　　所以，当且仅当3｜n时，2n-1为7的倍数．
　　例3 对任意的自然数n，证明
A=2903n-803n-464n＋261n
　　能被1897整除．
　　证 1897=7×271，7与271互质．因为
2903≡5(mod 7)，
803≡5(mod 7)，
464≡2(mod 7)，
261≡2(mod 7)，
　　所以
A=2903n-803n-464n+261n
　　≡5n-5n-2n+2n=0(mod 7)，
　　故7｜A．又因为
2903≡193(mod 271)，
803≡261(mod 271)，
464≡193(mod 271)，
　　所以
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　　故271｜A．因(7，271)=1，所以1897整除A．
　　例4 把1，2，3…，127，128这128个数任意排列为a1，a2，…，a128，计算出
｜a1-a2｜，｜a3-a4｜ ，…，｜a127-a128｜，
　　再将这64个数任意排列为b1，b2，…，b64，计算
｜b1-b2｜，｜b3-b4｜，…，｜b63-b64｜．
　　如此继续下去，最后得到一个数x，问x是奇数还是偶数？
　　解 因为对于一个整数a，有
｜a｜≡a(mod 2)， a≡-a(mod 2)，
　　所以
　　b1＋b2＋…＋b64
　　=｜a1-a2｜+｜a3-a4｜+…+｜a127-a128｜
　　≡a1-a2＋a3-a4+…+a127-a128
　　≡a1＋a2＋a3＋a4+…+a127＋a128(mod 2)，
　　因此，每经过一次“运算”，这些数的和的奇偶性是不改变的．最终得到的一个数
　　x≡a1＋a2＋…＋a128＝1＋2＋…＋128

　　 ＝64×129≡0(mod 2)，
　　故x是偶数．
　　如果要求一个整数除以某个正整数的余数，同余是一个有力的工具．另外，求一个数的末位数字就是求这个数除以10的余数，求一个数的末两位数字就是求这个数除以100的余数．
　　例5 求证：一个十进制数被9除的余数等于它的各位数字之和被9除的余数．
　　[image: image709.jpg]i IR = e, aga2,, B




10≡1(mod 9)，
　　故对任何整数k≥1，有
10k≡1k＝1(mod 9)．
　　因此
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　　即A被9除的余数等于它的各位数字之和被9除的余数．
　　说明 (1)特别地，一个数能被9整除的充要条件是它的各位数字之和能被9整除．
　　(2)算术中的“弃九验算法”就是依据本题的结论．
　　例6 任意平方数除以4余数为0和1(这是平方数的重要特征)．
　　证 因为
奇数2=(2k＋1)2=4k2＋4k+1≡1(mod 4)，
偶数2=(2k)2=4k2≡0(mod 4)，
　　所以
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　　例7 任意平方数除以8余数为0，1，4(这是平方数的又一重要特征)．
　　证 奇数可以表示为2k＋1，从而
奇数2=4k2＋4k+1=4k(k＋1)+1．
　　因为两个连续整数k，k＋1中必有偶数，所以4k(k＋1)是8的倍数，从而
奇数2=8t+1≡1(mod 8)，
偶数2=(2k)2=4k2(k为整数)．
　　(1)若k=偶数=2t，则
4k2=16t2＝0(mod 8)．
　　(2)若k=奇数=2t+1，则
4k2=4(2t＋1)2=16(t2＋t)+4≡4(mod 8)，
　　所以
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　　求余数是同余的基本问题．在这种问题中，先求出与±1同余的数是一种基本的解题技巧．
　　例8 (1)求33除21998的余数．
　　(2)求8除72n+1-1的余数．
　　解 (1)先找与±1(mod 33)同余的数．因为
25＝32≡-1(mod 33)，
　　所以 210≡1(mod 33)，
21998=(210)199·25·23≡-8≡25(mod 33)，
　　所求余数为25．
　　(2)因为7≡-1(mod 8)，所以
72n＋1≡(-1)2n＋1＝-1(mod 8)，
72n＋1-1≡-2≡6(mod 8)，
　　即余数为6．
　　例9 形如
Fn＝22n+1，n=0，1，2，…
　　的数称为费马数．证明：当n≥2时，Fn的末位数字是7．
　　证 当n≥2时，2n是4的倍数，故令2n=4t．于是
Fn=22n＋1=24t+1=16t＋1

≡6t＋1≡7(mod 10)，
　　即Fn的末位数字是7．
　　说明 费马数的头几个是
F0＝3，F1＝5，F2＝17，F3＝257，F4＝65537，
　　它们都是素数．费马便猜测：对所有的自然数n，Fn都是素数．然而，这一猜测是错误的．首先推翻这个猜测的是欧拉，他证明了下一个费马数F5是合数．证明F5是合数，留作练习．
　　利用同余还可以处理一些不定方程问题．
　　例10 证明方程
x4+y4+2=5z

　　没有整数解．
　　证 对于任一整数x，以5为模，有
x≡0，±1，±2(mod 5)，
x2≡0，1，4(mod 5)，
x4≡0，1，1(mod 5)，
　　即对任一整数x，
x4≡0，1(mod 5)．
　　同样，对于任一整数y

y4≡0，1(mod 5)，
　　所以 x4+y4+2≡2，3，4(mod 5)，
　　从而所给方程无整数解．
　　说明 同余是处理不定方程的基本方法，但这种方法也非常灵活，关键在于确定所取的模(本例我们取模5)，这往往应根据问题的特点来确定．

第二十六讲 含参数的一元二次方程的整数根问题

　　　　对于一元二次方程ax2＋bx＋c=0(a≠0)的实根情况，可以用判别式Δ=b2-4ac来判别，但是对于一个含参数的一元二次方程来说，要判断它是否有整数根或有理根，那么就没有统一的方法了，只能具体问题具体分析求解，当然，经常要用到一些整除性的性质．本讲结合例题来讲解一些主要的方法．
　　例1 m是什么整数时，方程
(m2-1)x2-6(3m-1)x＋72＝0

　　有两个不相等的正整数根．
　　解法1 首先，m2-1≠0，m≠±1．Δ=36(m-3)2＞0，所以m≠3．用求根公式可得
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　　由于x1，x2是正整数，所以
m-1=1，2，3，6，m+1=1，2，3，4，6，12，
　　解得m=2．这时x1=6，x2=4．
　　解法2 首先，m2-1≠0，m≠±1．设两个不相等的正整数根为x1，x2，则由根与系数的关系知
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　　所以m2-1=2，3，4，6，8，9，12，18，24，36，72，即
m2＝3，4，5，7，9，10，13，19，25，37，73，
　　只有m2=4，9，25才有可能，即m=±2，±3，±5．
　　经检验，只有m=2时方程才有两个不同的正整数根．
　　说明 一般来说，可以先把方程的根求出来(如果比较容易求的话)，然后利用整数的性质以及整除性理论，就比较容易求解问题，解法1就是这样做的．有时候也可以利用韦达定理，得到两个整数，再利用整除性质求解，解法2就是如此，这些都是最自然的做法．
　　例2 已知关于x的方程
a2x2-(3a2-8a)x＋2a2-13a＋15=0

　　(其中a是非负整数)至少有一个整数根，求a的值．
　　分析 “至少有一个整数根”应分两种情况：一是两个都是整数根，另一种是一个是整数根，一个不是整数根．我们也可以像上题一样，把它的两个根解出来．
　　解 因为a≠0，所以
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　　所以
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　　所以只要a是3或5的约数即可，即a=1，3，5．
　　例3 设m是不为零的整数，关于x的二次方程
mx2-(m-1)x＋1＝0

　　有有理根，求m的值．
　　解 一个整系数的一元二次方程有有理根，那么它的判别式一定是完全平方数．令
Δ=(m-1)2-4m＝n2，
　　其中n是非负整数，于是
m2-6m+1=n2，
　　所以 (m-3)2-n2=8，
(m-3＋n)(m-3-n)＝8．
　　由于m-3＋n≥m-3-n，并且
(m-3＋n)+(m-3-n)=2(m-3)

　　是偶数，所以m-3＋n与m-3-n同奇偶，所以
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　　说明 一个整系数的一元二次方程如果有整数根或有理根，那么它的判别式一定是完全平方数，然后利用平方数的性质、解不定方程等手段可以将问题解决．
　　例4 关于x的方程
ax2+2(a-3)x+(a-2)=0

　　至少有一个整数解，且a是整数，求a的值．
　　解 当a=0时，原方程变成-6x-2=0，无整数解．
　　当a≠0时，方程是一元二次方程，它至少有一个整数根，说明判别式
Δ＝4(a-3)2-4a(a-2)＝4(9-4a)

　　为完全平方数，从而9-4a是完全平方数．令9-4a=n2，则n是正奇数，
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　　要使x1为整数，而n为正奇数，只能n=1，从而a=2．要使x2为整数，即n-3｜4，n可取1，5，7，从而a=2，-4，-10．
　　综上所述，a的值为2，-4，-10．
　　说明 本题是前面两种方法的“综合”．既要用判别式是平方数，又要用直接求根．有时候，往往是几种方法一同使用．
　　例5 已知关于x的方程
x2＋(a-6)x＋a=0

　　的两根都是整数，求a的值．
　　解 设两个根为x1≥x2，由韦达定理得
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　　从上面两式中消去a得
x1x2+x1+x2＝6，
　　所以 (x1＋1)(x2+1)=7，
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　　所以a=x1x2=0或16．
　　说明 利用韦达定理，然后把参数消去，得到的是关于x1，x2的不定方程，而求解这个对称的不定方程往往是容易入手的．
　　例6 求所有有理数r，使得方程
rx2+(r+1)x＋(r-1)=0

　　的所有根是整数．
　　分析 首先对r=0和r≠0进行讨论．r=0时，是关于x的一次方程；r≠0时，是关于x的二次方程，由于r是有理数，处理起来有些困难，这时用直接求根或用判别式来做，均不能奏效．可用韦达定理，先把这个有理数r消去．
　　解 当r=0时，原方程为x-1=0，所以x=1．
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　　当r≠0时，原方程是关于x的一元二次方程，设它的两个整数根为x1，x2，且x1≥x2，则
　　消去r得
x1x2-x1-x2＝2，
　　所以(x1-1)(x2-1)=3．
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　　例7 已知a是正整数，且使得关于x的一元二次方程
ax2＋2(2a-1)x＋4(a-3)=0

　　至少有一个整数根，求a的值．
　　解 将原方程变形为
(x＋2)2a= 2(x＋6)．
　　显然x＋2≠0，于是
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　　由于a是正整数，所以a≥1，即
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　　所以 x2+2x-8≤0，
(x＋4)(x-2)≤0，
　　所以 -4≤x≤2(x≠-2)．
　　当x=-4，-3，-1，0，1，2时，得a的值为1，6，10，3，[image: image732.jpg]%, 1. FiblafofEN, 3. 6, 10.




　　说明 从解题过程中知，当a=1时，有两个整数根-4，2；当a=3，6，10时，方程只有一个整数根．有时候，在关于x的一元二次方程中，如果参数是一次的，可以先对这个参数来求解．
　　例8 已知方程x2+bx+c=0与x2+cx＋b=0各有两个整数根x1，x2[image: image733.jpg]iz, xy. Hxix, >0, xx,>0.
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　　(2)求证：b-1≤c≤b＋1；
　　(3)求b，c的所有可能的值．
　　解 (1)由x1x2＞0知，x1与x2同号．若x1＞0，则x2＞0，
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　　(2)由(1)知，x1＜0，x2＜0，所以x1≤-1，x2≤-1．由韦达定理
　　c-(b-1)=x1x2＋x1＋x2＋1

　　　　　=(x1＋1)(x2+1)≥0，
　　所以 c≥b-1．
　　同理有
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　　所以 c≤b+1，
　　所以 b-1≤c≤b+1．
　　(3)由(2)可知，b与c的关系有如下三种情况：
　　(i)c=b＋1．由韦达定理知
x1x2=-(x1＋x2)＋1，
　　所以 (x1＋1)(x2＋1)=2，
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　　解得x1＋x2=-5，x1x2=6，所以b=5，c=6．
　　(ii)c=b．由韦达定理知
x1x2=-(x1＋x2)，
　　所以 (x1+1)(x2＋1)=1，
　　所以x1=x2=-2，从而b=4，c=4．
　　(iii)c=b-1．由韦达定理知
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　　所以
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　　[image: image741.jpg]R, +x, , Fiblb=6, c=5.





　　综上所述，共有三组解：(b，c)=(5，6)，(4，4)，(6，5)．

第二十七讲 列方程解应用问题中的量

　　列方程解应用问题时，比较困难的一环常常是同学们不知如何着手去找等量关系．又由于应用问题类型繁多，等量关系千变万化，什么工程问题，行程问题，浓度问题，等等，如果每一种问题都来考查一下找等量关系的规律，这不仅太繁杂，而且罗列也不是真正的概括．那么根据什么原则来找出应用问题中的等量关系、列出方程呢？
　　为此，我们必须先对“量”做个基本的分析和介绍，只有对量有了比较明确的认识，才便于了解“等量”，那么找等量关系也就有了依据．所谓“量”就是表现物体属性的一个侧面．例如拿一根金属棒来说，为了弄清它的性状，就要知道这根金属棒的重量、长度、体积、密度、比重、价格，等等，这些方面都是从一定的侧面来表现物体不同属性的，这就是所谓的量．
　　一般说来，常用的量基本上可以分为两大类．例如，一群羊、一堆蛋等，因为它们具有天然的个别单位，所以处理这种量只要数一数它们的个数1，2，3，…就可以了．这种量我们称它为分离量，分离量的特点是可数的．另一种量，例如一根绳子的长度，一桶水的重量等，长度和重量这种量虽然不具有天然的个别单位可数，但这种量的基本特点是它们可以无限细分，因此我们可以选取人为的单位去度量它们．比如，度量长度，我们可以选用米或厘米作为长度单位；度量重量，我们可以选用千克或克等作为重量单位．取定了度量单位之后，就可以度量这种量的多少了．我们称这种量为连续量，它的一个基本特点是可以度量．
　　在连续量之中，例如长度、面积、体积、重量、时间等等，这些量既可以细分又可以广延，我们称这种量为外延量．连续量中的另一类是由两种外延量之比产生出来的，用以表示“强度”，这种量称为内涵量．例如表示单位面积上承受多少压力的“压强”就是一个内涵量．这是因为[image: image742.jpg]ER
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　　它是由两种外延量(压力和面积)之比得来的．
　　如果把内涵量再分类，又可以分为两种，其中一种是由不同种外延量之比产生的量，我们称它为度．例如
[image: image743.jpg]



　　等等都是度．
　　另外一种内涵量是由两个同种外延量之比得来的，我们称它为率．例如
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　　等等都是率．
　　这样，可以把常见的量的分类归纳如下：
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　　我们对量有了一定的了解之后，从量的种类入手，找等量关系，就有了可以遵循的基本原则和方法了．
　　第一，因为分离量不能和连续量相等，外延量不能和内涵量相等，度不能和率相等，因此，等量关系只能在同种量中寻找，即
分离量=分离量，外延量=外延量，
度=度，率=率．
　　第二，因为分离量和外延量是可加的，所以如果要确定分离量或外延量的某种相等关系，便可以利用“全量=部分量之和”(它的推理是“部分量=全量的一部分量”，“部分量之和=部分量之和”，特例是“全量=全量”)的原则．
　　第三，因为度和率是两种外延量之比，如果要确定的是度或率的某种相等关系，只须找到同一个度或率的两种不同表达式，然后用等号连接起来就可以列出方程了．我们把这种思考方法叫作度或率的等比表示法．
　　下面通过几个实例来说明上述原则和方法的运用．
　　例1 设A，B两地相距82千米(km)，甲骑自行车由A向B驶去，9分钟(min)后，乙骑自行车由B出发以每小时比甲快2千米的速度向A驶去，两人在距B地40千米处相遇，问甲乙的速度各是多少？
　　分析与解 首先我们列出题中的各种已知量和待求的量：
　　(1)A，B两地的距离是82千米；
　　(2)甲乙两人相向而行，甲比乙先行9分钟；
　　(3)每小时乙比甲多走2千米；
　　(4)两人相遇地点距B地40千米；
　　(5)求甲乙的速度．
　　其次，就要设一个适当的未知量，并把它看作“已知量”，根据题中所给的条件，把已知量和未知量联系起来，找等量关系列方程．为此，我们可有不同的思考方法．
　　第一，可以从外延量考虑等量关系．本题中，时间、距离都是外延量．比如，我们考虑时间这个外延量，那么如何找出本题中有关时间的一个等量关系呢？因为甲乙中途相遇，那么自然要问甲由A出发到与乙相遇走了多少时间？乙由B出发到与甲相遇走了多少时间？这两者又有什么关系？联系已知条件，利用全量=部分量之和可知
　　甲由A出发到遇到乙的时间
=乙由B出发到遇到甲的时间+9分钟，①
　　又考虑到   [image: image746.jpg]sfig - oo




　　如果设甲的速度为x千米/小时(km/h)，那么乙的速度为(x＋2)千[image: image747.jpg]82-40
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　　②的解是x=30千米(方程②的解法留给读者)，所以甲的速度是每小时行30千米，乙的速度是每小时32千米．
　　第二，也可以从内涵量找等量关系．在本题中，速度就是个内涵量，以速度来找等量关系，就是寻找甲的速度和乙的速度之间的关系问题．由已知条件可知，乙每小时比甲多走2千米，即
甲的速度=乙的速度-2，③
　　因此，如果设甲与乙相遇时正好走了x小时，那么乙遇甲时走了
　　[image: image750.jpg]BE , 82-40
s Mo RREERT

of, BFEE = ko



时．由③式，可知甲的速度的另一种表示法是乙的速度-2，即
　　[image: image751.jpg]-2 (A ep) , B, TFI7RE
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　　乙的速度为32(千米/小时)．
　　在以上两种找等量关系的思考方法中，第一种方法，从外延量考虑，利用了“全量=部分量之和”的原则．第二种方法从内涵量考虑，注意到了“度”的等比表示法．
　　例2 甲乙两台打麦机，甲机工作效率是乙机的2倍，先用甲机打[image: image755.jpg]7’%’%7-9‘6? REAZNEIITTE, Fimetiatbmet A s 28



打完麦子所需时间多11天，问分别用一台机器打完全部麦子各需多少时间？
　　分析与解 首先列出题中有关的各种量：
　　(1)甲机工作效率是乙机的2倍；
　 [image: image756.jpg](2) BIUTREMETFO L, BT Z 0z




　　(3)按(2)的打法所需时间比同时用两台机器打完全部麦子多11天的时间；
　　(4)求分别用一台机器打完全部麦子所需的天数．
　　其次，为了找出等量关系列出方程，我们仍像例1那样，从外延量和内涵量这两种不同的量入手来分析思考．
　　第一，从外延量考虑等量关系．本题中的时间就是个外延量，因为外延量是可加的，那么利用前面提到的找等量关系的第二条原则，注意到“全量=部分量之和”或其推论，只要找到同一个时间的两种不同表示法，等量关系也就找出来了．为此，如果我们设x为甲机打完全部麦子所需要的时间(天数)，那么2x就是乙机打完全部麦子所需要的时间(天[image: image757.jpg]). MREEBTEERN, AFTRET %Fﬁﬁﬁ&‘ﬂwﬂﬁ %x
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比同时用两台机器全部打完麦子所需时间多11天”可知，这一关键语给[image: image761.jpg]T FET AR BT 2 R FHIRET (8 BB —TFTEN
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　　这两个表达式，表示的是同一时间，因此它们相等，这就得到如下方程
[image: image763.jpg]



　　解这个方程，得到
x=15(天)……甲机打完全部麦子的天数，
　　那么
2x=30(天)……乙机打完全部麦子的天数．
　　第二，从内涵量考虑等量关系．本题中甲乙两机的工作效率就是个内涵量，如果设x为甲机打完全部麦子所需时间(天数)，则2x为乙机打完全部麦子所需时间(天数)，那么
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　　就是甲乙两机每天共同的工作效率．如果再找出甲乙两机每天工作效率的另一种表示法，那么方程也就列出来了．
　　由于全部的工作量设为1，而甲乙两机同时工作打完全部麦子的时间为
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　　所以甲乙两机每天共同的工作效率又可写成
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　　把甲乙两机每天共同的工作效率用等号连接起来，就得到方程
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　　解这个方程，就得到
x=15(天)……甲打完全部麦子的时间，
2x=30(天)……乙打完全部麦子的时间．
　　例2的分析和例1类似，从外延量考虑等量关系时，注意到时间这个外延量的可加性，并利用了“全量=部分量之和”的原则．从内涵量考虑等量关系时，是利用了工作效率这个内涵量的等比表示法．
　　例3 要在含50％酒精的800克(g)酒中，倒入含酒精85％的酒多少克，才能配成含酒精75％的酒？
　　分析与解 本题涉及的量有溶液、溶质和浓度，其中溶液、溶质是外延量，浓度是内涵量，这三者之间的关系是
[image: image768.jpg]



　　因此，在找等量关系时，既可以从外延量(溶液、溶质)来考虑，也可以从内涵量(浓度)来考虑．
　　第一，从外延量来考虑等量关系．由题意可知
　　(1)要求的混合溶液的重量=已知两种溶液重量的和；
　　(2)要求的混合溶液中，溶质的重量=已知的两种溶液中溶质重量的和．
　　所以无论从溶液还是溶质来考虑等量关系，都可以用“全量=部分量之和”的原则来确定等量关系．如果设x为倒入含酒精85％的酒的重量，那么由(1)可知，混合溶液重量=800+x，再由(2)就可列出方程
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　　解上述方程，就得到x=2000(克)．
　　第二，从内涵量考虑等量关系．由于本题中浓度是内涵量，因此只须找出混合溶液浓度的两种不同表示式，即可列出方程．现在已知混合溶液的浓度是75％，所以再找出混合溶液浓度的另一种表达式就行了．因为
[image: image770.jpg]



　　所以，只须找到混合溶液中的溶质和溶液的重量即可．为此，若设x为倒入的含酒精85％的酒的重量，则混合溶液重量=800＋x．因为，甲种酒中含酒精的重量为50％×800，乙种酒中含酒精的重量为85％x，所以由(2)可知：混合溶液中含酒精的重量为50％×800＋85％x．所以，混合溶液浓度的另一种表达式为
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　　上式表示式等于75％，于是得到方程
[image: image772.jpg]B85%x +50% x 800

S0rs 0




　　解这个方程，得到x=2000(克)．
　　综上，例1、例2、例3表面上看是三类问题，其实是完全类似的．在这三例中所涉及的量有如下对应关系：
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　　这样，一般所说的行程问题、工程问题、浓度问题，从上面的分析解法可知是完全类似的．因为工作效率可以看成工作速度，而浓度表示的是强度，在这样的意义下，它们自然可以看成是类似问题，因此，从外延量或内涵量来找等量关系列方程，也就有了统一的方法．

　　其实，广而言之，如果应用题所涉及的量是内涵量，或由它转化而[image: image774.jpg]SNER
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外延量=外延量÷内涵量)，那么，在表示某种强度的意义下，都可看成同类问题．当然各自的物理意义不同，因此，结合各个具体问题，作出具体分析，但是找等量关系列方程的基本思考方法却是共同的．

　第二十八讲 怎样把实际问题化成数学问题

　　数学从逻辑上讲，是训练思维的工具．通过学习数学可以使人更加聪明，办事更有条理，思维更加灵活而富于创造性．另一方面，如果从应用上讲，数学也是一种应用技术，应用数学知识、原理和方法可以解决各种实际问题．那么怎样把一个实际问题化成数学问题来解决呢？这是一个比较复杂的过程，大体上可以通过以下步骤进行：
　　(1)了解实际问题中量的关系和图形元素的关联；
　　(2)根据量或图形间的关系，寻找相应的数学模式；
　　(3)考虑数学模式中的条件与结论的蕴涵关系，提出数学问题；
　　(4)应用数学知识、原理，求出数学问题的解答；
　　(5)由数学问题的解答，对实际问题作出解释与讨论；
　　(6)推广数学模式所能解决的更广泛的实际问题．
　　但是由于实际问题千变万化，特别复杂，所以当把实际问题化成数学问题求解时，也有不同的思考方法．下面提出几点较为常见的方法，供读者参考．
　　1．抽象分析法
　　例1 “七桥问题”．在18世纪东普鲁士的首府哥尼斯堡有一条河，叫作布勒格尔河，横贯城区，在这条河上共架有七座桥(图2-146)．所谓“七桥问题”就是：一个人要一次走过这七座桥，但对每一座桥只许通过一次，问如何走才能成功？这个问题，引起当时德国人的好奇，很多人都热衷于解决它，但谁也没有成功．
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　　欧拉(Euler)是一位大数学家，由于千百人的失败，使他猜想：这种走法可能根本不存在．但是怎样证明这种走法不可能呢？欧拉运用抽象分析法，将之化成数学问题，于1736年证明了他的猜想，使“七桥问题”得到圆满的解决．那么欧拉是怎样抽象成数学问题进行思考的呢？
　　使问题简单化．
　　作为解决实际问题的第一步，要尽可能使问题简单化．为此要抓住问题的要点，做初步的抽象处理．显然岛的大小和桥的长短与问题无关，因此可以不加考虑．如果把岛及陆地用点表示，桥用线表示，那么这个问题就成了一笔画问题(图2-147)．
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　　在图2-147中，由A到B有桥1；由B到D有桥2，桥3；由D到C有桥4，桥5；由C到A有桥7；由A到D有桥6，共七座桥．这样，就把实际问题数学化了，使问题的解决推进了一步．
　　一般说来，在数学思考中，常把原问题不改变本质地加以变形，使其简单化，以利于找到解答．例如，列方程解应用问题就是这种思想的一种体现．先把实际问题化成含有已知量和未知量的方程，然后再把方程作同解变形，化为最简方程，较容易地求出方程的解，实际问题也就解决了．
　　寻找解决问题的方法．
　　问题简化了，也不一定能得到解决，关键是如何抓住本质加以分析，从中发现规律性．为此，我们还是从更特殊的情况进行观察分析．
　　(1)假如只有三座桥(图2-148)．对于图2-148(a)来说，无论从哪个端点起一笔画出总是可能的．但对图2-148(b)来说，无论从哪个端点起，一笔画完总是不可能的．
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　　(2)假如有四座桥(图2-149)．对于图2-149(a)，(b)来说，显然可以一笔画成．但对图2-149(c)来说，却不能一笔画成．
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　　研究了这些简单例子，对我们有什么启发呢？为此，数学家提出了网络这一概念，以便利用新概念的特性，解决已经提出的问题．
　　定义 网络是由有限个点(称作网络的顶点)和有限条线(称作网络的弧)所组成的图形．这些点和线满足以下条件：
　　(i)每条弧都以不同的两个顶点作为端点；
　　(ii)每个顶点至少是一条弧的端点；
　　(iii)各弧彼此不相交．
　　这样，所谓一笔画问题，就是网络中的同一条弧不许画两次，而把网络全部勾画出来的问题．
　　(3)研究网络能一笔画出的特点，寻找解决问题的方法．我们假定一个网络能一笔画出来，那么这个网络中显然有一点为起点，另一点为终点，其他各点为通过点．设某点为起点，如果以某点为顶点的弧不只一条，那么由某点沿一条弧画出去，必沿另一条弧画回来，因此，最初是画出去，然后进出若干次后，把集中在某点的弧全部通过完毕为止，最后一次必须是画出去，所以在起点集中的弧必须是奇数条．而终点的情况刚好与起点相反，先是画进，再画出，进出若干次，最后一次必是画进，因此终点也集中奇数条弧．但起点与终点同为一点时，必是先出后进，中间或许经过若干次进出，最终回到起点．因此在该点集中的弧必是偶数条，而在中途通过的点所集中的弧显然也必定是偶数条．
　　通过上面分析可知：一个网络中的点可分为两类，一类顶点集中了偶数条弧，另一类顶点集中了奇数条弧．我们称前者为偶点，后者为奇点．例如，在图2-149(b)中，A，B为奇点，C，D为偶点．通过对图2-148和图2-149的考察，我们可以直观地想到如下结论：
　　(i)一个网络若能一笔画出来，其中偶点个数必须是0或2．
　　(ii)一个网络中的奇点个数若是0或2，那么这个网络一定能一笔画出来．
　　欧拉证明了以上两条猜想，得到了著名的欧拉定理：一个网络能一笔画的条件是当且仅当这个网络的任意两个顶点都有弧连接，并且奇数点的个数等于0或2．
　　(4)回到原问题．利用欧拉定理，“七桥问题”很容易就解决了．因为在图2-147中，奇点个数是4，不满足欧拉定理的条件，因此不可能按约定条件通过七座桥．
　　(5)推广．如果一个网络的奇点个数不是0或2，则这个网络不可能一笔画成．那么要多少笔才能画成呢？这就成为多笔画的问题了．多笔画的研究发展了网络理论的研究与应用，后来发展成现代数学的一个分支——图论．
　　归纳上述分析方法，可以大致看出利用抽象分析法解决实际问题的思维过程：
　　(1)把实际问题简单化，抽象成数学问题．
　　(2)解决问题是靠发现事物间由简单到复杂、由特殊到一般的内在联系．
　　(3)发现的思路是以具体实例作为经验观察，由简到繁地考察构成实例间的基本事实和关系；再由诸特例作出一般的归纳猜想，并加以理论证明．
　　(4)应用论证后的法则，解决各种难题，实际上是化难为易．
　　(5)把法则加以推广，以解决更多的实际问题，并扩展数学的理论和应用．
　　2．数据处理法
　　有些实际问题需要收集问题中的若干对应数据，从数据中观察相关变量的依存关系或对应关系，可以得到大致体现实际问题有关变量变化规律的数学模型，从而解答实际问题．下面举一个实例，说明这种方法的应用．
　　例2 怎样由树的断面直径来推断树的高度．
　　解 第一步：设计变量．根据这个问题，我们可以设预测的某种树的高度为y，离地面1.5米处的直径为x厘米．
　　第二步：收集x，y的对应数据，为此我们测量12棵树的x，y的对应值，列表如表28．1．
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　　第三步：由对应数据求出y对x的函数关系式．
　　常用的方法是作图法．把直径x看作自变量，高度y看作因变量．每一对(x，y)看作一个点，画在坐标纸上(图2-150)，作成散点图．从散点图可以直观地看出两个变量之间的大致关系．我们从图2-150可看出，y随x的增大而增大，并且这些点的分布近似一条直线．
　　这时，我们在图上画出尽可能接近这些点的一条直线，自然，有些点正好在直线上，有的点却有所偏离，不在直线上，这说明有些误差，但如果重复测量几次，误差不会太大．因此，我们所画出的直线近似地表示着x和y之间的线性关系，所以这条直线的函数表达式——一次函数式就可作为树的高度y和直径x间的关系式了．下面我们就来求出这个一次函数式．
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　　设这条直线的一次函数式为：
y=ax＋b．
　　为了求出常数a，b，在直线上取两点，取点的原则是：为使直线位置稳定，取直线上距离较远的两点；为便于计算，取坐标数据整齐些的两点．为此，我们取点(4，8.6)和(40，26)，将此两点的坐标代入y=ax＋b，得方程组
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　　所以 y=0.48x+6.68．
　　第四步：利用上述函数关系式，根据直径x的数值，预报树高y的数值．例如，当x=15厘米时，树高y等于多少米？显然，此时
y=0.48×15＋6.68=13.88(厘米)．
　　这就是说，当树的直径为15厘米时，树高为13.88米．
　　上面是用两对实验数据(两个点)求出的直线方程．利用实验数据的信息较少，因此准确性较差．下面利用平均值法改进一下，作法是：在直线的上、下取两组靠近直线的点，如(4，8.6)，(9.3，10.7)，(14.3，13.5)为一组；(32，22.4)，(40，26)，(42，28)为一组，用每组x，y的平均值(9.2，10.93)和(38，25.47)作为两点，再按上面的方法求出直线方程y=0.50x＋6.28，以此作为实验数据，y对x间的函数关系就比较准确些．
　　说明 上面的方法，是数学在解决实际问题时的一种应用，经常用在处理实验数据中，当实验数据为有序数对(x，y)时，相应地在直角坐标系中描出点(x，y)的散点图．如果散点图近于一条直线，要找出变量x，y间的函数关系时，就可用这种方法．然而由实验数据作出的散点图不一定近于直线，而近于一条曲线时，也可找到x，y间的函数关系式，不过需要更多的数学知识，我们在此就不介绍了．
　　3．运筹优化法
　　有些实际问题，可以根据问题的要求，首先筹划一些可行的处理方案，然后比较这些方案的优劣，选择其中一种或几种方案加以优化组合，并用数学方法加以处理，以便得到最佳的解决方案．下面举一个实例说明这种方法的应用．
　　例3 要做20个矩形钢框，每个由2.2米和1.5米的钢材各两根组成，已知原钢材长4.6米，应如何下料，使用的原钢材最省？
　　分析与解 要做成20个矩形的钢框，就需要2.2米和1.5米的钢材各40根．一种简单的想法是：在每一根原料上截取2.2米和1.5米的钢材各一根，这样每根原钢材剩下0.9米的料头，要做20个钢框，就要用原钢材40根，而剩下的料头总数为0.9×40=36米．
　　显然，上述想法，浪费材料，不太合理．因此，我们可以考虑合理套裁，就可以节省原料．下面有三种下料方案可供采用．
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　　为了省料而得到20个钢框，需要混合使用各种下料方案．设用第Ⅰ种方案下料的原材料根数为x1；用第Ⅱ种方案下料的原材料根数为x2；用第Ⅲ种方案下料的原材料根数为x3．所谓原材料最省，也就是使所剩下的料头总和最少．为此根据表28．2的方案，可以列出以下的数学模型
y=0.1x1+0.2x2＋0.9x3，
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　　解之得
　　[image: image785.jpg]



　　其中0≤x3≤40．把x1，x2代入y得
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　　可以看出，x3越大，y的值也越大，所以x3的取值应尽量小．
　　当x3=0时，可取x1=14，x2=20．
　　当x3=1时，x1=13，x2=20，都是用原材料34根，料头的总数为
y=34×4.6-(2.2+1.5)×40=8.4(米)．
　　所以，原材料最省的下料方案是：按方案Ⅰ下料13(或14)根，用方案Ⅱ下料20根，用方案Ⅲ下料1(或0)根，这样只需34根原材料就可做出20个钢框．

第二十九讲 生活中的数学(三) ——镜子中的世界

　　在日常生活中，人们为了观察自己的服装仪表是否整洁漂亮，常常要照镜子．如果镜面是很平的，那么在镜子中，人或物体与其像是完全一样的．而且我们都有这样的经验：当人走近镜面，人在镜中的像也走进镜面；当人远离镜面，人在镜中的像也远离镜面．如果你留心的话，就可以发现：人和像与镜面的距离保持相等(图2-155)，这种现象叫作面对称．如果我们只取一个侧面，那么镜面就可用一条直线来表示，人和人在镜中的像可用一个平面图形来表示，这样，人、像与镜就成了轴对称，也叫直线对称(图2-155)．
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　　如果实物是△ABC，那么它在镜中的像就成了图形△A′B′C′．直线l表示镜，这时称l为△ABC和△A′B′C′的对称轴(图2-156)．图中，A与A′，B与B′，C与C′是对称点．以对称点为端点所连结的线段AA′，BB′，CC′被对称轴l垂直平分，因此，如果以直线l为折痕，把△ABC翻折过来，它必与△A′B′C′重合，所以成轴对称的两个图形必全等．
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　　例1 设图形ABCDEF是半个蝴蝶形(图2-157(a))，试以直线l为对称轴，画出整个蝴蝶来．
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　　解 为了画出整个蝴蝶，只需要画出图形ABCDEF关于直线l的轴对称图形就可以了．因为A点、F点在直线l上，所以它们的对称点分别和A，F是同一点，这样，只要画出B，C，D，E关于l的对称点就行了．为此，先分别过B，C，D，E向l作垂线，设垂足分别为M，N，P，Q，然后在BM，CN，DP，EQ的延长线上取B′，C′，D′和E′点，使得B′M=MB，C′N=NC，D′P=PD，E′Q=QE，最后连结AB′，B′C′，C′D′，D′E′，E′F，于是就得到完整的蝴蝶形ABCDEFE′D′C′B′了(图 2-157(b))．
　　例2 设直线l1和直线l2平行，且l1和l2间的距离为a．如果线段AB在l1的右侧，并设AB关于l1的对称图形是A′B′，而A′B′关于l2的对称图形是A″B″(图2-158)，那么，线段AB和A″B″有什么关系？
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　　解 因为l1平行于l2，并且AA′A″垂直于l1，当然也垂直于l2，同理BB′B″也垂直于l1和l2．我们知道：“在平面内垂直于同一条直线的两条直线互相平行”，所以
AA′A″∥BB′B″． ①
　　另一方面，因为AP=PA′，A′P′=P′A″，所以
AA′A″＝2PP′=2a，
　　同理BB′B″=2a，所以
AA′A″=BB′B″． ②
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通过例2，我们可知，如果在平面上两条直线互相平行，有一个图形以这两条直线为对称轴，连续作了两次轴对称移动，那么相当于这个图形作了一次平行移动，平行移动的距离刚好是这两个对称轴间距离的2倍．
　　如果我们反复利用例2的原理，就可以做成带形的花边图案．例如，我们把一张等宽的长纸条像图2-159那样折叠起来，并在上面用小刀刻出一个三角形的洞，然后再展开这张纸条，就会得到如图2-160那样的带形图案．
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　　如果我们把图2-160中的m2，m1，m0，m-1，m-2，m-3看成镜子，A0看作实物，那么A1，A2和A-1，A-2就是A0在镜子中的像了．其实，图中的A1是A0以m0为对称轴作对称移动的对称图形，也可以把A1看作是A-1作一次平行移到所得到的图形．由此，怎样看待A1和A2的关系以及A2和A0的关系呢？请同学们自己作出回答．
　　有了上面的知识，同学们不仅可以自己设计一些带形花边图案，还可以了解某些广告上画的花边图案的原理了．下面的图2-161和图2-162是两个带形图案，你能看出它们是怎样设计的吗？
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　　如果我们把前面图2-160中的m2，m1，m0，m-1，m-2等看作平行的镜子，A0看作一个人，如果这个人在镜子中m0和m-1之间反复映照，那么就会看到图2-163的情况．
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　　可以想象，在镜子m0中的像A1，A2，A3，…，以及在镜子m1中的像A-1，A-2，A-3，…是无限多的．还可以知道：A0在镜m0中的像是A1，A1在镜m-1中的像是A-2，A-2在镜m0中的像是A3，…如此等等．因为A0和A1，A1和A2是轴对称移动，所以A0到A2是平行移动．
　　例3 设直线l1和直线l2相交，交点为O，其夹角为α．如果线段AB关于l1的轴对称图形是A′B′，而A′B′关于l2的轴对称图形是A″B″．试问AB和A″B″间有什么关系？(见图2-164)

　　解 因为已知AB关于l1的对称图形是A′B′，A′B′关于l2的对称图形是A″B″，所以AB=A′B′，A′B′=A″B″，所以
AB=A″B″，①
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　　由于∠AOP=∠A′OP，∠A′OP′=∠A″OP′，所以
∠AOA″＝2∠POP′＝2α．
　　同理∠BOB″=2∠POP′=2α，所以
　　∠AOA″＝∠BOB″＝2α． ②

　　由①，②可知：在平面上，如果两条直线相交，一个图形以这两条直线为对称轴，连续作两次对称移动，那么相当于这个图形以这两条直线的交点为旋转中心，以这两条直线的交角的2倍为旋转角，作了一个旋转移动，在旋转移动下，图形的大小不变．
　　例4 同学们小时候常常玩万花筒，它是由三块等宽、等长的玻璃片围成的．为什么在万花筒中会出现美丽奇特的图案呢？试用前边的知识揭开万花筒的秘密．
　　解 万花筒中所以能呈现千变万化、美丽而奇特的图案，主要是利用了图形的对称和旋转原理．为具体说明，给出的图2-165为万花筒中的一个图案，它是用一个小圆、一个平行四边形和一段短线在万花筒中连续反射而成的图形．
　　为了清楚地说明上图形成的原理，我们取出图形中的一部分(图2-166)加以分析．
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　　正△ABO以OB为对称轴作轴对称移动，就得到△CBO；△CBO以OC为对称轴作轴对称移动，就得到△CDO．经过这样两个轴对称移动，实际上相当于△ABO以O为中心，以120°为旋转角，作了一个旋转移动．这样：
点A→点C，边AO→边CO，
点B→点D，边AB→边CD，
点O→点O，边BO→边DO．
　　在这样旋转移动下，△ABO中的平行四边形、小圆和曲线也跟着旋转了120°．经多次反复，就形成了图2-165的绮丽景色．如果同学们有兴趣，可以自己在纸上再现万花筒中的世界！　

第三十讲 生活中的数学(四)──买鱼的学问

　　鱼是人们喜欢吃的一种高蛋白食物，所以谁都希望买到物美价廉的鱼．假定现在商店里出售某种鱼以大小论价，大鱼A每斤1.5元，小鱼B每斤1元．如果大鱼的高度为13厘米，小鱼的高度为10厘米(图2-171)，那么买哪种鱼更便宜呢？
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　　有人可能觉得大鱼A和小鱼B高度之比为13∶10，差不了许多，而小鱼的价格却比大鱼便宜许多，因此，买小鱼比较合算．这种想法是合理的吗？我们还是用数学来加以分析吧！
　　在平面几何中，我们已经知道以下定理．
　　定理1 相似形周长的比等于相似比．
　　定理2 相似形面积的比等于相似比的平方．
　　例1 已知：△ABC∽△A′B′C′，并且AB=2c，BC＝2a，AC=2b，A′B′＝3c， B′C′=3a，A′C′=3b．求证：△ABC和△A′B′C′周长的比是2∶3(图2-172)．
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　　证 △ABC的周长是
2a＋2b＋2c=2(a＋b＋c)，
　　△A′B′C′的周长是
3a＋3b+3c=3(a＋b＋c)，
　　所以△ABC和△A′B′C′的周长的比是
2(a+b+c)∶3(a＋b＋c)=2∶3．
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　　例2 图2-173是两个相似矩形，如果它们的相似比是3∶4，求证：它们面积的比是32∶42．
　　证 矩形ABCD的面积是3a·3b=32ab，矩形A′B′C′D′的面积是4a·4b=42ab，所以矩形ABCD和矩形A′B′C′D′的面积之比是
32ab∶42ab=32∶42．
　　从定理1和定理2，我们自然会想到：相似的两个立体的体积之比与它们的相似比有什么关系呢？为此，我们看下面的例子．
　　例3 图2-174是两个相似的长方体，它们的相似比为3∶5，求它们的体积之比．
　　解 长方体(a)的体积是3a·3b·3c=33abc，
　　长方体(b)的体积是5a·5b·5c=53abc，
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　　所以长方体(a)与长方体(b)的体积的比是
33abc∶53abc＝33∶53
　　例4 图2-175是两个相似圆柱，它们的相似比为2∶3，求它们的体积之比．
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　　解 小圆柱的体积是
　　(2a)2π·2b＝23a2bπ，大圆柱的体积是
　　(3a)2π·3b＝33a2bπ，所以小圆柱与大圆柱的体积之比为23∶33．
　　定理3 相似形的体积之比，等于它的相似比的立方．
　　有了上面的知识，我们回到本题，是买小鱼便宜呢？还是买大鱼便宜呢？我们假定同一种鱼的体形是相似形，对于鱼A和鱼B来说，A与B的相似比为13∶10，因此，根据定理3，A与B的体积之比为
[image: image804.jpg]122137
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　　由于A鱼的价格是1.5元，B鱼的价格是1元，所以价格比是1.5∶1=1.5，我们可以看到，A的体积是B的体积的2.197倍，可是A的价格却是B的价格的1.5倍，所以买大鱼A比买小鱼B更合算．
　　下面我们进一步考虑一下鱼的高度和体积的关系，为此，我们先规定标准：设M鱼高1厘米时，体积是2厘米3，那么N鱼高是x厘米时，体积是y厘米3．由于M和N是相似形，所以由相似形体积之比与相似[image: image805.jpg]=
T
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　　根据上式，当x的值变化时，y的值相应地跟着变化，于是，我们就得到表30.1．
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　　从表中可以看到：当x=1时，x3=1，y=2x3=2．这就是M鱼的身高与体积的关系．
　　当x的长度由1厘米增长到2厘米，即增长2倍时，其体积y相应地由2厘米3增长到16厘米3，即增长了8(23)倍．
　　当x的长度由1厘米增长到3厘米，即增长3倍时，其体积y相应地由2厘米3增长到54厘米3，即增长了27(33)倍．
　　一般地，当x增长n倍时，则体积y相应地增长n3倍．
　　根据上表中的x和y的对应数值，可以画出y=2x3的图像(图2-176)．
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　　例5 利用y=2x3的图像(图2-176)，解答下列问题：
　　(1)当x=2.75时，y的值是多少？
　　(2)当y=10时，x的值是多少？
　　解 (1)在x轴上，对应于x＝2.75取一个点，通过这一点作y轴平行线交y=2x3的图像上的某一点，过这一点再作x轴的平行线交y轴于一点，这一点对应的数值是40，这样，就在y轴上得到了x=2.75时对应的y值，即y=40．这就说明，当鱼N的高度为2.75厘米时，它的体积约为40厘米3．
　　(2)在y轴上对应于y=10取一点，过此点作x轴的平行线，交y=2x3的图像于某点，再过这点作y轴的平行线，在x轴上得到了y=10对应的x值1.75．这说明当N的体积为10厘米3时，高度约为1.75厘米．
　　上面我们研究了鱼的身高和体积的图像，下面我们进一步考虑鱼的身高和价格的关系．为此，引用前面的条件，设鱼B的身高为10厘米，价格是每斤1元，其体积假定为50厘米3．由于鱼是相似的，在买鱼的时候，考虑到价格的便宜，假设鱼的价格和体积成正比例，那么鱼的身高和价格之间有着怎样的关系呢？为此，设鱼C的身高为x厘米，体积是y厘米3，价格是z元，那么我们列出表30.2．
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　　首先，由于“鱼的体积与其身高的三次方成正比例”，所
　　y＝ax3， ①

　　考虑到鱼B的身高和体积，即x=10时，y=50，代入①式，就有50=a×103，所以a=0.05．于是①式就成为y=0.05x3 ①′
　　其次，根据“鱼的价格和体积成正比例”的假定，对于鱼C则有z=by， ②

　　由于②式对于鱼B也是成立的，即y=50时，z=100，代入②式，有100=b×50，所以b=2，这样②式就成为z=2y． ②′

　　再把①′代入②′，就得到z=2×0.05x3，
　　所以 z=0.1x3 ③
　　这就是鱼的身高和价格的关系表达式．利用③式就可以计算下面的问题．
　　例6 设鱼的身高为13厘米，它的价格每斤是多少元？
　　解 把x=13代入③式，
　　z＝0.1×133＝0.1×2197=219.7

　　 =220(分)=2.2(元)．
　　即每斤约二元二角．
　　如果把③式中x和z的关系用数值来表示，就有表30.3．
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　　这个表中，以x=10时，z=100作标准，联系到前面表中的结果，可以看出：
　　(1)鱼的身高增到1.5倍，价格便增到3.375倍(1.53倍)；
　　(2)鱼的身高增到2倍，价格便增到8倍(23倍)；
　　(3)鱼的身高增到2.5倍，价格便增到15.625倍(2.53倍)；
　　(4)鱼的身高增到3倍，价格便增到27倍(33倍)．
　　……
　　一般地，鱼的身高增到n倍，其价格便增到n3倍，根据表中x和z的对应数值，画出z=0.1x3的图像，就得到图2-177.
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第三十一讲 近年真题集锦

中国教育学会中学数学教学专业委员会
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一、选择题（共5小题，每小题6分，满分30分. 以下每道小题均给出了代号为A，B，C，D的四个选项，其中有且只有一个选项是正确的. 请将正确选项的代号填入题后的括号里. 不填、多填或错填得零分）
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的解的个数为（   ）．
（A）1        （B）  2         （C） 3        （D）4
答：（A）．
解：若[image: image812.wmf]x
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于是[image: image814.wmf]6
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，显然不可能．
若[image: image815.wmf]0
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于是[image: image817.wmf]18
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，解得[image: image818.wmf]9
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，进而求得[image: image819.wmf]3
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所以，原方程组的解为[image: image820.wmf]î
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只有1个解．
故选（A）．
    2．口袋中有20个球，其中白球9个，红球5个，黑球6个．现从中任取10个球，使得白球不少于2个但不多于8个，红球不少于2个，黑球不多于3个，那么上述取法的种数是（   ）．
（A） 14       （B） 16       （C）18           （D）20

答：（B）．
解：用枚举法： 
红球个数      白球个数               黑球个数         种 数
  5          2，3，4，5            3，2，1，0          4
  4          3，4，5，6            3，2，1，0          4
  3          4，5，6，7            3，2，1，0          4
  2          5，6，7，8            3，2，1，0          4
所以，共16种．
故选（B）．
3．已知△[image: image821.wmf]ABC

为锐角三角形，⊙[image: image822.wmf]O

经过点B，C，且与边AB，AC分别相交于点D，E． 若⊙[image: image823.wmf]O

的半径与△[image: image824.wmf]ADE

的外接圆的半径相等，则⊙[image: image825.wmf]O

一定经过△[image: image826.wmf]ABC

的（   ）．
（A）内心     （B）外心      （C）重心     （D）垂心
[image: image1797]答：（B）．
解： 如图，连接BE，因为△[image: image827.wmf]ABC

为锐角三角形，所以[image: image828.wmf]BAC

Ð

，[image: image829.wmf]ABE
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均为锐角．又因为⊙[image: image830.wmf]O

的半径与△[image: image831.wmf]ADE

的外接圆的半径相等，且[image: image832.wmf]DE

为两圆的公共弦，所以[image: image833.wmf]BACABE
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．于是，[image: image834.wmf]2
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．
[image: image1798]若△[image: image835.wmf]ABC

的外心为[image: image836.wmf]1
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，则[image: image837.wmf]1
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，所以，⊙[image: image838.wmf]O

一定过△[image: image839.wmf]ABC

的外心．
故选（B）．
4．已知三个关于x的一元二次方程
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恰有一个公共实数根，则[image: image843.wmf]222
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（A） 0        （B）1        （C）2       （D）3
答：（D）．
解：设[image: image844.wmf]0
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是它们的一个公共实数根，则
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，[image: image846.wmf]0
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把上面三个式子相加，并整理得
[image: image848.wmf]2
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因为[image: image849.wmf]22
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，所以[image: image850.wmf]0
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于是
[image: image851.wmf]222333333
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故选（D）．
5．方程[image: image853.wmf]323
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的整数解（x，y）的个数是（   ）． 
（A）0          （B）1         （C）3        （D）无穷多
答：（A）．
解：原方程可化为
[image: image854.wmf]2
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因为三个连续整数的乘积是3的倍数，所以上式左边是3的倍数，而右边除以3余2，这是不可能的．所以，原方程无整数解．
故选(A).
二、填空题（共5小题，每小题6分，满分30分）
[image: image1799]6．如图，在直角三角形ABC中，[image: image855.wmf]90

ACB
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，CA＝4．点P是半圆弧AC的中点，连接BP，线段BP把图形APCB分成两部分，则这两部分面积之差的绝对值是          ．
答：4．
解：如图，设AC与BP相交于点D，点D关于圆心O的对称点记为点E，线段BP把图形APCB分成两部分，这两部分面积之差的绝对值是△BEP的面积，即△BOP面积的两倍．而
[image: image1800][image: image856.wmf]11
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因此，这两部分面积之差的绝对值是4．
[image: image1801]7．如图, 点A，C都在函数[image: image857.wmf]33
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的图象上，点B，D都在[image: image858.wmf]x

轴上，且使得△OAB，△BCD都是等边三角形，则点D的坐标为         ．
答：（[image: image859.wmf]26

，0）． 
[image: image1802]解：如图，分别过点A，C作x轴的垂线，垂足分别为E，F．设OE＝a，BF＝b， 则AE＝[image: image860.wmf]3
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，CF＝[image: image861.wmf]3
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，所以，点A，C的坐标为
（[image: image862.wmf]a

，[image: image863.wmf]3
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解得
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因此，点D的坐标为（[image: image868.wmf]26

，0）．
8．已知点A，B的坐标分别为（1，0），（2，0）． 若二次函数[image: image869.wmf](

)

2

33

yxax

=+-+

的图象与线段AB恰有一个交点，则[image: image870.wmf]a
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解：分两种情况：
（Ⅰ）因为二次函数[image: image874.wmf](

)

2

33

yxax

=+-+

的图象与线段AB只有一个交点，且点A，B的坐标分别为（1，0），（2，0），所以
[image: image875.wmf][

]

[

]

0

3

2

)

3

(

2

3

1

)

3

(

1

2

2

<

+

´

-

+

´

+

´

-

+

a

a

，
得[image: image876.wmf]1

1

2

a

-<<-

．
由[image: image877.wmf]0
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由[image: image881.wmf]0
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（Ⅱ）令[image: image885.wmf](
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综上所述，[image: image892.wmf]a

的取值范围是[image: image893.wmf]1
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9．如图，[image: image896.wmf]90

ABCDEFGn

Ð+Ð+Ð+Ð+Ð+Ð+Ð=×°

，则n＝     ．
[image: image1803]    答：6．
解：如图，设AF与BG相交于点Q，则
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10．已知对于任意正整数n，都有
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解：当[image: image905.wmf]n

≥2时，有
 [image: image906.wmf]3

1

2

1

n

a

a

a

a

n

n

=

+

+

+

+

-

L

，
[image: image907.wmf]3

121

(1)

n

aaan

-

+++=-

L

，
两式相减，得               [image: image908.wmf]2
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三、解答题（共4题，每小题15分，满分60分）
11（A）．已知点M，N的坐标分别为（0，1），（0，－1），点P是抛物线[image: image914.wmf]2

1

4

yx

=

上的一个动点．
（1）判断以点P为圆心，PM为半径的圆与直线[image: image915.wmf]1
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的位置关系；
（2）设直线PM与抛物线[image: image916.wmf]2
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的另一个交点为点Q，连接NP，NQ，求证：[image: image917.wmf]PNMQNM
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解：（1）设点P的坐标为[image: image918.wmf]2
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又因为点P到直线[image: image920.wmf]1
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所以，以点P为圆心，PM为半径的圆与直线[image: image922.wmf]1
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…………5分
[image: image1806.png]


（2）如图，分别过点P，Q作直线[image: image923.wmf]1
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的垂线，垂足分别为H，R．由（1）知，PH＝PM，同理可得，QM＝QR．
因为PH，MN，QR都垂直于直线[image: image924.wmf]1
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，所以，PH∥MN∥QR，于是
                        [image: image925.wmf]QMMP
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所以                    [image: image926.wmf]QRPH
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因此，Rt△[image: image927.wmf]PHN
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于是[image: image929.wmf]HNPRNQ
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，从而[image: image930.wmf]PNMQNM
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                                                    …………15分 
12（A）．已知a，b都是正整数，试问关于x的方程[image: image931.wmf]2
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否有两个整数解？如果有，请把它们求出来；如果没有，请给出证明.
解：不妨设[image: image932.wmf]a
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xxab

--+--=

.       
…………5分
因为[image: image939.wmf]a

,b都是正整数，所以x1，x2均是正整数，于是，[image: image940.wmf]1

1

x

-

≥0,[image: image941.wmf]2

1

x

-

≥0，[image: image942.wmf]21

a

-

≥1,[image: image943.wmf]21

b

-

≥1，所以
               [image: image944.wmf]12

(1)(1)0,

(21)(21)5,

xx

ab

--=

ì

í

--=

î

  或    [image: image945.wmf]î
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    （1）当[image: image946.wmf]12

(1)(1)0,

(21)(21)5

xx

ab

--=

ì

í

--=

î

时，由于a,b都是正整数，且[image: image947.wmf]a

≤b，可得
a＝1，b＝3，

此时，一元二次方程为[image: image948.wmf]2

320

xx

-+=

，它的两个根为[image: image949.wmf]1

1

x

=

，[image: image950.wmf]2

2

x

=

．
（2）当[image: image951.wmf]12

(1)(1)1,

(21)(21)1

xx

ab

--=

ì

í

--=

î

时，可得
a＝1，b＝1，

此时，一元二次方程为[image: image952.wmf]2

10

xx

-+=

，它无整数解.
综上所述，当且仅当a＝1，b＝3时，题设方程有整数解，且它的两个整数解为[image: image953.wmf]1

1

x

=

，[image: image954.wmf]2

2

x

=

．                                     ……………15分
[image: image1807.png]I,



13（A）．已知AB为半圆O的直径，点P为直径AB上的任意一点．以点A为圆心，AP为半径作⊙A，⊙A与半圆O相交于点C；以点B为圆心，BP为半径作⊙B，⊙B与半圆O相交于点D，且线段CD的中点为M．求证：MP分别与⊙A和⊙B相切．
[image: image1808.png]


证明：如图，连接AC，AD，BC，BD，并且分别过点C，D作AB的垂线，垂足分别为[image: image955.wmf],

EF

，则CE∥DF．
因为AB是⊙O的直径，所以
[image: image956.wmf]90

ACBADB

Ð=Ð=°

．
在Rt△[image: image957.wmf]ABC

和Rt△[image: image958.wmf]ABD

中，由射影定理得
[image: image959.wmf]22

PAACAEAB

==×

，
[image: image960.wmf]22

PBBDBFAB

==×

．                      
……………5分
两式相减可得            
[image: image961.wmf](

)

22

PAPBABAEBF

-=-

，
又           [image: image962.wmf](

)

22

()()

PAPBPAPBPAPBABPAPB

-=+-=-

，
于是有                     [image: image963.wmf]AEBFPAPB

-=-

，
即                         [image: image964.wmf]PAAEPBBF

-=-

，
所以[image: image965.wmf]PEPF

=

，也就是说，点P是线段EF的中点．
因此，MP是直角梯形[image: image966.wmf]CDFE

的中位线，于是有[image: image967.wmf]MPAB

^

，从而可得MP分别与⊙A和⊙B相切．
……………15分
14（A）．（1）是否存在正整数m，n，使得[image: image968.wmf](2)(1)

mmnn

+=+

？
（2）设[image: image969.wmf]k

([image: image970.wmf]k

≥3)是给定的正整数，是否存在正整数m，n，使得
[image: image971.wmf]()(1)

mmknn

+=+

？
解：（1）答案是否定的．若存在正整数m，n，使得[image: image972.wmf](2)(1)

mmnn

+=+

，则
[image: image973.wmf]22

(1)1

mnn

+=++

，
显然[image: image974.wmf]1

n

>

，于是
[image: image975.wmf]222

1(1)

nnnn

<++<+

，
所以，[image: image976.wmf]2

1

nn

++

不是平方数，矛盾．                  ……………5分
（2）当[image: image977.wmf]3

k

=

时，若存在正整数m，n，满足[image: image978.wmf](3)(1)

mmnn

+=+

，则
[image: image979.wmf]22

41244

mmnn

+=+

，
[image: image980.wmf]22

(23)(21)8

mn

+=++

，
[image: image981.wmf](2321)(2321)8

mnmn

+--+++=

，
[image: image982.wmf](1)(2)2

mnmn

-+++=

，
而[image: image983.wmf]22

mn

++>

，故上式不可能成立．                
………………10分
当[image: image984.wmf]k

≥4时，若[image: image985.wmf]2

kt

=

（t是不小于2的整数）为偶数，取
[image: image986.wmf]22

,1

mttnt

=-=-

，
则                [image: image987.wmf]2242

()()()

mmktttttt

+=-+=-

，
                  [image: image988.wmf]2242

(1)(1)

nntttt

+=-=-

，
因此这样的（m，n）满足条件．
若[image: image989.wmf]2

kt

=

＋1（t是不小于2的整数）为奇数，取
[image: image990.wmf]22

2

,

22

tttt

mn

-+-

==

，
则          [image: image991.wmf]22

432

1

()(21)(22)

224

tttt

mmkttttt

--

+=++=+--

，
            [image: image992.wmf]22

432

21

(1)(22)

224

tttt

nntttt

+-+

+=×=+--

，
因此这样的（m，n）满足条件．
    综上所述，当[image: image993.wmf]3

k

=

时，答案是否定的；当[image: image994.wmf]k

≥4时，答案是肯定的．
                                              ……………15分
    注：当[image: image995.wmf]k

≥4时，构造的例子不是唯一的．
11（B）．已知抛物线[image: image996.wmf]1

C

：[image: image997.wmf]2

34

yxx

=--+

和抛物线[image: image998.wmf]2

C

：[image: image999.wmf]2

34

yxx

=--

相交
于A，B两点. 点P在抛物线[image: image1000.wmf]1

C

上，且位于点A和点B之间；点Q在抛物线[image: image1001.wmf]2

C

上，也位于点A和点B之间. 
    （1）求线段AB的长；
（2）当PQ∥y轴时，求PQ长度的最大值．
解：（1）解方程组
[image: image1002.wmf]2

2

34,

34,

yxx

yxx
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=--+
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=--
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î


得             [image: image1003.wmf]1

1

2,

6,

x

y

=-
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=

î

     [image: image1004.wmf]2

2

2,

6,

x

y

=

ì

í

=-

î


所以，点A，B的坐标分别是（-2，6），（2，-6）．
于是
[image: image1809.png]


[image: image1005.wmf]22

(22)(66)410

AB

=++--=

．
…………5分
（2）如图，当PQ∥y轴时，设点P，Q的坐标分别为
[image: image1006.wmf])

4

3

,

(

2

+

-

-

t

t

t

， [image: image1007.wmf])

4

3

,

(

2

-

-

t

t

t

，  [image: image1008.wmf]22

t

-<<

，
因此                   PQ[image: image1009.wmf]2

2(4)

t

=-

≤8，
当[image: image1010.wmf]0

t

=

时等号成立，所以，PQ的长的最大值8．    
[image: image1810.png]


                           ……………15分
12（B）．实数a，b，c满足a≤b≤c，且[image: image1011.wmf]0

abbcca

++=

，abc＝1．求最大的实数k，使得不等式
[image: image1012.wmf]ab

+

≥[image: image1013.wmf]kc


恒成立．
解：当[image: image1014.wmf]3

2

ab

==-

，[image: image1015.wmf]3

2

2

c

=

时，实数a，b，c满足题设条件，此时[image: image1016.wmf]k

≤4．
                                              ……………5分
下面证明：不等式[image: image1017.wmf]ab

+

≥[image: image1018.wmf]4

c

对满足题设条件的实数a，b，c恒成立．
由已知条件知，a，b，c都不等于0，且[image: image1019.wmf]0

c

>

．因为
[image: image1020.wmf]2

11

0,0

abab

cc

=>+=-<

，
所以[image: image1021.wmf]a

≤[image: image1022.wmf]b

[image: image1023.wmf]0

<

． 

由一元二次方程根与系数的关系知，a，b是一元二次方程
[image: image1024.wmf]2

2

11

0

xx

cc

++=


的两个实数根，于是
[image: image1025.wmf]4

14

cc

D=-

≥0，
所以                           [image: image1026.wmf]3

c

≤[image: image1027.wmf]1

4

．                
……………10分
因此
           [image: image1028.wmf]2

1

()

abab

c

+=-+=

≥[image: image1029.wmf]44

cc

=

．     
……………15分
13（B）．如图，点E，F分别在四边形ABCD的边AD，BC的延长线上，且满足[image: image1030.wmf]DEAD

CFBC

=

．若[image: image1031.wmf]CD

，[image: image1032.wmf]FE

的延长线相交于点[image: image1033.wmf]G

，△[image: image1034.wmf]DEG

的外接圆与△[image: image1035.wmf]CFG

的外接圆的另一个交点为点[image: image1036.wmf]P

，连接PA，PB，PC，PD．求证：
（1）[image: image1037.wmf]ADPD

BCPC

=

；
（2）△[image: image1038.wmf]PAB

∽△[image: image1039.wmf]PDC

．
[image: image1811.png]


证明：（1）连接PE，PF，PG，因为[image: image1040.wmf]PDGPEG

Ð=Ð

，所以[image: image1041.wmf]PDCPEF

Ð=Ð

．
又因为[image: image1042.wmf]PCGPFG

Ð=Ð

，所以
△[image: image1043.wmf]PDC

∽△[image: image1044.wmf]PEF

，
于是有   [image: image1045.wmf],

PDPE

CPDFPE

PCPF

=Ð=Ð

，
从而       △[image: image1046.wmf]PDE

∽△[image: image1047.wmf]PCF

，
所以         [image: image1048.wmf]PDDE

PCCF

=

．
[image: image1812.png]


又已知[image: image1049.wmf]DEAD

CFBC

=

，所以，[image: image1050.wmf]ADPD

BCPC

=

．            
………………10分
（2）由于[image: image1051.wmf]PDAPGEPCB

Ð=Ð=Ð

，结合（1）知，△[image: image1052.wmf]PDA

∽△[image: image1053.wmf]PCB

，从而有
[image: image1054.wmf],

PAPD

PBPC

=

  [image: image1055.wmf]DPACPB

Ð=Ð

，
所以[image: image1056.wmf]APBDPC

Ð=Ð

，因此
                          △[image: image1057.wmf]PAB

∽△[image: image1058.wmf]PDC

．          ………………15分
14（B）．证明：对任意三角形，一定存在两条边，它们的长u，v满足
1≤[image: image1059.wmf]15

2

u

v

+

<

．
证明：设任意△ABC的三边长为a，b，c，不妨设[image: image1060.wmf]abc

>>

．若结论不成立，则必有
[image: image1061.wmf]a

b

≥[image: image1062.wmf]15

2

+

，                       
[image: image1063.wmf]b

c

≥[image: image1064.wmf]15

2

+

．                       
                   ………………5分
    记[image: image1065.wmf],

bcsabtcst

=+=+=++

，显然[image: image1066.wmf],0

st

>

，代入得
[image: image1067.wmf]cst

cs

++

+

≥[image: image1068.wmf]15

2

+

，
[image: image1069.wmf]1

1

st

cc

s

c

++

+

≥[image: image1070.wmf]15

2

+

，
令[image: image1071.wmf],

st

xy

cc

==

，则
[image: image1072.wmf]1

1

xy

x

++

+

≥[image: image1073.wmf]15

2

+

．                      
    由[image: image1074.wmf]abc

<+

，得[image: image1075.wmf]cstcsc

++<++

，即[image: image1076.wmf]tc

<

，于是[image: image1077.wmf]1

t

y

c

=<

．
由得
[image: image1078.wmf]1

bcs

x

cc

+

==+

≥[image: image1079.wmf]15

2

+

，                  
由得，
[image: image1080.wmf]y

≥[image: image1081.wmf]15

1(1)

2

x

æö

+

-+

ç÷

ç÷

èø

≥[image: image1082.wmf]5115

1

22

-+

×=

，
此式与[image: image1083.wmf]1

<

y

矛盾．从而命题得证．                            
………………15分
中国教育学会中学数学教学专业委员会

“《数学周报》杯”2008年全国初中数学竞赛试题

班级__________学号__________姓名______________得分______________

一、选择题（共5小题，每小题6分，满分30分．以下每道小题均给出了代号为A，B，C，D的四个选项，其中有且只有一个选项是正确的，请将正确选项的代号填入题后的括号里．不填、多填或错填都得0分）

1．已知实数x，y满足：＋y4的值为
（　　）
＝3，y4＋y2＝3，则－
（A）7
（B）,2)
（D）5
,2)
（C）
2．把一枚六个面编号分别为1，2，3，4，5，6的质地均匀的正方体骰子先后投掷2次，若两个正面朝上的编号分别为m，n，则二次函数y＝x2＋mx＋n的图象与x轴有两个不同交点的概率是
（　　）

（A）
（D）
（C）
（B）
3．有两个同心圆，大圆周上有4个不同的点，小圆周上有2个不同的点，则这6个点可确定的不同直线最少有
（　　）

（A）6条
（B）8条
（C）10条
（D）12

4．已知AB是半径为1的圆O的一条弦，且AB＝a＜1．以AB为一边在圆O内作正△ABC，点D为圆O上不同于点A的一点，且DB＝AB＝a，DC的延长线交圆O于点E，则AE的长为
（　　）

（A）,2)
（D）a,2)a
（B）1
（C）
5．将1，2，3，4，5这五个数字排成一排，最后一个数是奇数，且使得其中任意连续三个数之和都能被这三个数中的第一个数整除，那么满足要求的排法有
（　　）

（A）2种
（B）3种
（C）4种
（D）5种

二、填空题（共5小题，每小题6分，满分30分）

6．对于实数u，v，定义一种运算“*”为：u*v＝uv＋v．若关于x的方程x*（a*x）＝－有两个不同的实数根，则满足条件的实数a的取值范围是_______．

7．小王沿街匀速行走，发现每隔6分钟从背后驶过一辆18路公交车，每隔3分钟从迎面驶来一辆18路公交车．假设每辆18路公交车行驶速度相同，而且18路公交车总站每隔固定时间发一辆车，那么发车间隔的时间是_____分钟．

[image: image1813.png]


8．如图，在△ABC中，AB＝7，AC＝11，点M是BC的中点，AD是∠BAC的平分线，MF∥AD，则FC的长为______．

9．△ABC中，AB＝7，BC＝8，CA＝9，过△ABC的内切圆圆心I作DE∥BC，分别与AB，AC相交于点D，E，则DE的长为______．

10．关于x，y的方程x2＋y2＝208(x－y)的所有正整数解为________．

三、解答题（共4题，每题15分，满分60分）

11．在直角坐标系xOy中，一次函数y＝kx＋b（k≠0）的图象与x轴、y轴的正半轴分别交于A，B两点，且使得△OAB的面积值等于｜OA｜＋｜OB｜＋3．（1）用b表示k；（2）求△OAB面积的最小值．

12．是否存在质数p，q，使得关于x的一元二次方程px2－qx＋p＝0有有理数根？

13．是否存在一个三边长恰是三个连续正整数，且其中一个内角等于另一个内角2倍的△ABC？证明你的结论．

14．从1，2，…，9中任取n个数，其中一定可以找到若干个数（至少一个，也可以是全部），它们的和能被10整除，求n的最小值．

简答：

1． 选择题 ACBBD；

2． [image: image1814.emf]�

F

�

M

�

D

�

C

�

B

�

A

[image: image1815.png]


填空题 6. a ＞ 0 或 a ＜－1； 7. 4；  8. 9； 9. ； 10.  x＝48，   x ＝160，

                                                        y＝32；   y＝32．

三．解答题：11. （1）k＝， x2＝2. 它们都是有理数；  13. 存在满足条件的三角形. △ABC的边 a＝6，b＝4，c＝5，且∠A＝2∠B，证明略.  14. n 的最小值是5，证明略．
；  12.  存在满足题设条件的质数p，q. 当p＝2，q＝5时，方程2x2－5x＋ 2＝0 的两根为 x1＝， k＝－1时，△OAB面积的最小值为7＋2，b ＞ 2；  （2）当 b＝2＋
中国教育学会中学数学教学专业委员会

“《数学周报》杯”2009年全国初中数学竞赛试题参考答案
一、选择题（共5小题，每小题7分，共35分. 以下每道小题均给出了代号为A，B，C，D的四个选项，其中有且只有一个选项是正确的. 请将正确选项的代号填入题后的括号里，不填、多填或错填都得0分）

1．已知非零实数a，b 满足 
[image: image1084.wmf]2

242(3)42

ababa

-+++-+=

，则
[image: image1085.wmf]ab

+

等于（    ）．

（A）－1          （B）0         （C）1       （D）2

   【答】C．

解：由题设知a≥3，所以，题设的等式为
[image: image1086.wmf]2

2(3)0

bab

++-=

，于是
[image: image1087.wmf]32

ab

==-

，

，从而
[image: image1088.wmf]ab

+

＝1．

[image: image1816.png]


 2．如图，菱形ABCD的边长为a，点O是对角线AC上的一点，且OA＝a，OB＝OC＝OD＝1，则a等于（    ）．

[image: image1817.png]


（A）
[image: image1089.wmf]51

2

+

       （B）
[image: image1090.wmf]51

2

-

     （C）1        （D）2

【答】A．

 解：因为△BOC ∽ △ABC，所以
[image: image1091.wmf]BOBC

ABAC

=

，即

                       
[image: image1092.wmf]1

1

a

aa

=

+

，

所以，                 
[image: image1093.wmf]2

10

aa

--=

．

由
[image: image1094.wmf]0

a

>

，解得
[image: image1095.wmf]15

2

a

+

=

．

3．将一枚六个面编号分别为1，2，3，4，5，6的质地均匀的正方体骰子先

后投掷两次，记第一次掷出的点数为
[image: image1096.wmf]a

，第二次掷出的点数为
[image: image1097.wmf]b

，则使关于x，y的方程组
[image: image1098.wmf]3

22

axby

xy

+=

ì

í

+=

î

，

  只有正数解的概率为（   ）．

   （A）
[image: image1099.wmf]12

1

        （B）
[image: image1100.wmf]9

2

         （C）
[image: image1101.wmf]18

5

       （D）
[image: image1102.wmf]36

13


   【答】D．

解：当
[image: image1103.wmf]20

ab

-=

时，方程组无解．
当
[image: image1104.wmf]0

2

¹

-

b

a

时，方程组的解为
[image: image1105.wmf]62

,

2

23

.

2

b

x

ab

a

y

ab

-

ì

=

ï

ï

-

í

-

ï

=

ï

-

î


由已知，得
[image: image1106.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

>

-

-

>

-

-

,

0

2

3

2

,

0

2

2

6

b

a

a

b

a

b

即
[image: image1107.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

<

>

>

-

,

3

,

2

3

,

0

2

b

a

b

a

或
[image: image1108.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

>

<

<

-

.

3

,

2

3

,

0

2

b

a

b

a


由
[image: image1109.wmf]a

，
[image: image1110.wmf]b

的实际意义为1，2，3，4，5，6，可得


[image: image1111.wmf]23456

12

a

b

=

ì

í

=

î

，

，

，

，

，

，

，

共有 5×2＝10种情况；或
[image: image1112.wmf]1

456

a

b

=

ì

í

=

î

，

，

，

，

共3种情况．

又掷两次骰子出现的基本事件共6×6＝36种情况，故所求的概率为
[image: image1113.wmf]36

13

．

4．如图1所示，在直角梯形ABCD中，AB∥DC，
[image: image1114.wmf]90

B

Ð=°

.  动点P从点

B出发，沿梯形的边由B→C→D→A运动. 设点P运动的路程为x，△ABP的面积为y. 把y看作x的函数，函数的图像如图2所示，则△ABC的面积为（   ）．

（A）10        （B）16        （C）18       （D）32

[image: image1818.png]



[image: image1819.png]10



[image: image1820.png]


[image: image1821.png]


                                            

   【答】B．

解：根据图像可得BC＝4，CD＝5，DA＝5，进而求得AB＝8，故

S△ABC＝
[image: image1115.wmf]1

2

×8×4＝16.

5．关于x，y的方程
[image: image1116.wmf]22

229

xxyy

++=

的整数解（x，y）的组数为（    ）．

（A）2组      （B）3组      （C）4组      （D）无穷多组

    【答】C．

解：可将原方程视为关于
[image: image1117.wmf]x

的二次方程，将其变形为

                       
[image: image1118.wmf]22

(229)0

xyxy

++-=

．

由于该方程有整数根，则判别式
[image: image1119.wmf]D

≥
[image: image1120.wmf]0

，且是完全平方数．

由           
[image: image1121.wmf]222

4(229)7116

yyy

D=--=-+

≥
[image: image1122.wmf]0

，

解得  
[image: image1123.wmf]2

y

≤
[image: image1124.wmf]116

16.57

7

»

．于是

	
[image: image1125.wmf]2

y


	0
	1
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	9
	16

	
[image: image1126.wmf]D


	116
	109
	88
	53
	4


显然，只有
[image: image1127.wmf]2

16

y

=

时，
[image: image1128.wmf]4

D=

是完全平方数，符合要求．

当
[image: image1129.wmf]4

y

=

时，原方程为
[image: image1130.wmf]2

430

xx

++=

，此时
[image: image1131.wmf]12

1,3

xx

=-=-

；

当y＝－4时，原方程为
[image: image1132.wmf]2

430

xx

-+=

，此时
[image: image1133.wmf]34

1,3

xx

==

．

所以，原方程的整数解为


[image: image1134.wmf]1

1

1,

4;

x

y

=-

ì

í

=

î

    
[image: image1135.wmf]2

2

3,

4;

x

y

=-

ì

í

=

î

    
[image: image1136.wmf]3

3

1,

4;

x

y

=

ì

í

=-

î

     
[image: image1137.wmf]4

4

3,

4.

x

y

=

ì

í

=-

î


二、填空题（共5小题，每小题7分，共35分）
6．一个自行车轮胎，若把它安装在前轮，则自行车行驶5000 km后报废；若把它安装在后轮，则自行车行驶 3000 km后报废，行驶一定路程后可以交换前、后轮胎．如果交换前、后轮胎，要使一辆自行车的一对新轮胎同时报废，那么这辆车将能行驶        km ．

【答】3750．

解：设每个新轮胎报废时的总磨损量为k,则安装在前轮的轮胎每行驶1 km
磨损量为
[image: image1138.wmf]5000

k

,安装在后轮的轮胎每行驶1km的磨损量为
[image: image1139.wmf]3000

k

.又设一对新轮胎交换位置前走了x km，交换位置后走了y km.分别以一个轮胎的总磨损量为等量关系列方程,有


[image: image1140.wmf],

50003000

,

50003000

kxky

k

kykx

k

ì

+=

ï

ï

í

ï

+=

ï

î

  

两式相加，得            
[image: image1141.wmf]()()

2

50003000

kxykxy

k

++

+=

，

则                      
[image: image1142.wmf]2

3750

11

50003000

xy

+==

+

．

7．已知线段AB的中点为C，以点A为圆心，AB的长为半径作圆，在线段AB的延长线上取点D，使得BD＝AC；再以点D为圆心，DA的长为半径作圆，与⊙A分别相交于F，G两点，连接FG交AB于点H，则
[image: image1143.wmf]AH

AB

的值为      ．

解：如图，延长AD与⊙D交于点E，连接AF，EF ．

由题设知
[image: image1144.wmf]1

3

ACAD

=

，
[image: image1145.wmf]1

3

ABAE

=

，在△FHA和△EFA中，

[image: image1822.png]



[image: image1146.wmf]90

EFAFHA

Ð=Ð=°

，
[image: image1147.wmf]FAHEAF

Ð=Ð


所以              Rt△FHA∽Rt△EFA，

                   
[image: image1148.wmf]AHAF

AFAE

=

.

[image: image1823.png]


而
[image: image1149.wmf]AFAB

=

，所以
[image: image1150.wmf]AH

AB


[image: image1151.wmf]1

3

=

.
8．已知
[image: image1152.wmf]12345

aaaaa

，

，

，

，

是满足条件
[image: image1153.wmf]12345

9

aaaaa

++++=

的五个不同的整数，若
[image: image1154.wmf]b

是关于x的方程
[image: image1155.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

12345

2009

xaxaxaxaxa

-----=

的整数根，则
[image: image1156.wmf]b

的值为           ．

【答】 10．

解：因为
[image: image1157.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

12345

2009

bababababa

-----=

，且
[image: image1158.wmf]12345

aaaaa

，

，

，

，

是五个不同的整数，所有
[image: image1159.wmf]12345

bababababa

-----

，

，

，

，

也是五个不同的整数．

又因为
[image: image1160.wmf](

)

(

)

2009117741

=´-´´-´

，所以


[image: image1161.wmf]12345

41

bababababa

-+-+-+-+-=

．

由
[image: image1162.wmf]12345

9

aaaaa

++++=

，可得
[image: image1163.wmf]10

b

=

．

9．如图，在△ABC中，CD是高，CE为
[image: image1164.wmf]ACB

Ð

的平分线．若AC＝15，BC＝20，CD＝12，则CE的长等于          ．

【答】
[image: image1165.wmf]602

7

．

解：如图，由勾股定理知AD＝9，BD＝16，所以AB＝AD＋BD＝25 ． 

故由勾股定理逆定理知△ACB为直角三角形，且
[image: image1166.wmf]90

ACB

Ð=°

．

[image: image1824.png]


作EF⊥BC，垂足为F．设EF＝x，由
[image: image1167.wmf]1

45

2

ECFACB

Ð=Ð=°

，得CF＝x，于是BF＝20－x．由于EF∥AC，所以 

                     
[image: image1168.wmf]EFBF

ACBC

=

，

[image: image1825.png]


即                      
[image: image1169.wmf]20

1520

xx

-

=

，

解得
[image: image1170.wmf]60

7

x

=

．所以
[image: image1171.wmf]602

2

7

CEx

==

．

[image: image1826.png]=Y



[image: image1827.png]


10．10个人围成一个圆圈做游戏．游戏的规则是：每个人心里都想好一个数，并把自己想好的数如实地告诉他两旁的两个人，然后每个人将他两旁的两个人告诉他的数的平均数报出来．若报出来的数如图所示，则报3的人心里想的数是            ．
   【答】
[image: image1172.wmf]2

-

．
    解：设报3的人心里想的数是
[image: image1173.wmf]x

，则报5的人心里想的数应是
[image: image1174.wmf]8

x

-

．

于是报7的人心里想的数是 
[image: image1175.wmf]12(8)4

xx

--=+

，报9的人心里想的数是 
[image: image1176.wmf]16(4)12

xx

-+=-

，报1的人心里想的数是 
[image: image1177.wmf]20(12)8

xx

--=+

，报3的人心里想的数是
[image: image1178.wmf]4(8)4

xx

-+=--

．所以
                          
[image: image1179.wmf]4

xx

=--

，
解得
[image: image1180.wmf]2

x

=-

．

三、解答题（共4题，每题20分，共80分）

11．已知抛物线
[image: image1181.wmf]2

yx

=

与动直线
[image: image1182.wmf]c

x

t

y

-

-

=

)

1

2

(

有公共点
[image: image1183.wmf])

,

(

1

1

y

x

，
[image: image1184.wmf])

,

(

2

2

y

x

，

且
[image: image1185.wmf]3

2

2

2

2

2

1

-

+

=

+

t

t

x

x

.

 （1）求实数t的取值范围；
 （2）当t为何值时，c取到最小值，并求出c的最小值.

解：（1）联立
[image: image1186.wmf]2

yx

=

与
[image: image1187.wmf]c

x

t

y

-

-

=

)

1

2

(

，消去y得二次方程

[image: image1188.wmf]2

(21)0

xtxc

--+=

                           ①

有实数根
[image: image1189.wmf]1

x

，
[image: image1190.wmf]2

x

，则
[image: image1191.wmf]1212

21,

xxtxxc

+=-=

．所以
          
[image: image1192.wmf]222

121212

1

[()()]

2

cxxxxxx

==+-+


=
[image: image1193.wmf]22

1

[(21)(23)]

2

ttt

--+-

＝
[image: image1194.wmf]2

1

(364)

2

tt

-+

．                ②

                                         ………………5分
把②式代入方程①得


[image: image1195.wmf]22

1

(21)(364)0

2

xtxtt

--+-+=

．                   ③

                                   ………………10分
t的取值应满足


[image: image1196.wmf]222

12

23

ttxx

+-=+

≥0，                       ④

且使方程③有实数根，即


[image: image1197.wmf]22

(21)2(364)

ttt

D=---+

＝
[image: image1198.wmf]2

287

tt

-+-

≥0，             ⑤

解不等式④得  
[image: image1199.wmf]t

≤-3或
[image: image1200.wmf]t

≥1，解不等式⑤得 
[image: image1201.wmf]2

2

2

-

≤
[image: image1202.wmf]t

≤
[image: image1203.wmf]2

2

2

+

.

所以，t的取值范围为


[image: image1204.wmf]2

2

2

-

≤
[image: image1205.wmf]t

≤
[image: image1206.wmf]2

2

2

+

.                       ⑥

………………15分
(2) 由②式知
[image: image1207.wmf]22

131

(364)(1)

222

cttt

=-+=-+

.

由于
[image: image1208.wmf]2

31

(1)

22

ct

=-+

在
[image: image1209.wmf]2

2

2

-

≤
[image: image1210.wmf]t

≤
[image: image1211.wmf]2

2

2

+

时是递增的，所以，当
[image: image1212.wmf]2

2

2

t

=-


时,
[image: image1213.wmf]2

min

3211162

(21)

2224

c

-

=--+=

.                   ………………20分
12．已知正整数
[image: image1214.wmf]a

满足
[image: image1215.wmf]3

192191

a

+

，且
[image: image1216.wmf]2009

a

<

，求满足条件的所有可能的正整数
[image: image1217.wmf]a

的和．

解：由
[image: image1218.wmf]3

192191

a

+

可得
[image: image1219.wmf]3

1921

a

-

．
[image: image1220.wmf]6

19232

=´

，且


[image: image1221.wmf](

)

[

]

3

11(1)1(1)(1)(1)

aaaaaaaa

-=-++=-++-

．  

 ………………5分
因为
[image: image1222.wmf](

)

11

aa

++

是奇数，所以
[image: image1223.wmf]63

21

a

-

等价于
[image: image1224.wmf]6

21

a

-

，又因为
[image: image1225.wmf]3(1)(1)

aaa

-+

，所以
[image: image1226.wmf]3

31

a

-

等价于
[image: image1227.wmf]31

a

-

．因此有
[image: image1228.wmf]1921

a

-

，于是可得
[image: image1229.wmf]1921

ak

=+

．

                                                ………………15分
又
[image: image1230.wmf]02009

a

<<

，所以
[image: image1231.wmf]0110

k

=

L

，

，

，

．因此，满足条件的所有可能的正整数
[image: image1232.wmf]a

的和为

11＋192（1＋2＋…＋10）＝10571．     ………………20分
    13．如图，给定锐角三角形ABC，
[image: image1233.wmf]BCCA

<

，AD，BE是它的两条高，过点
[image: image1234.wmf]C

作△ABC的外接圆的切线
[image: image1235.wmf]l

，过点D，E分别作
[image: image1236.wmf]l

的垂线，垂足分别为F，G．试比较线段DF和EG的大小，并证明你的结论．
解法1：结论是
[image: image1237.wmf]DFEG

=

．下面给出证明．           ………………5分
[image: image1828.png]


因为
[image: image1238.wmf]FCDEAB

Ð=Ð

，所以Rt△FCD ∽ Rt△EAB．于是可得


[image: image1239.wmf]CD

DFBE

AB

=×

．
同理可得                 
[image: image1240.wmf]CE

EGAD

AB

=×

．        

[image: image1829.png]=Y



 ………………10分
又因为
[image: image1241.wmf]tan

ADBE

ACB

CDCE

Ð==

，所以有
[image: image1242.wmf]BECDADCE

×=×

，于是可得


[image: image1243.wmf]DFEG

=

．           ………………20分
[image: image1830.png]A
A




解法2：结论是
[image: image1244.wmf]DFEG

=

．下面给出证明．          

……………… 5分
[image: image1831.png]


连接DE，因为
[image: image1245.wmf]90

ADBAEB

Ð=Ð=°

，所以A，B，D，E四点共圆，故


[image: image1246.wmf]CEDABC

Ð=Ð

．          ………………10分
又l是⊙O的过点C的切线，所以
[image: image1247.wmf]ACGABC

Ð=Ð

．   ………………15分
所以，
[image: image1248.wmf]CEDACG

Ð=Ð

，于是DE∥FG，故DF＝EG． 

  ………………20分
14．n个正整数
[image: image1249.wmf]12

n

aaa

L

，

，

，

满足如下条件：
[image: image1250.wmf]12

12009

n

aaa

=<<<=

L

；

且
[image: image1251.wmf]12

n

aaa

L

，

，

，

中任意n－1个不同的数的算术平均数都是正整数．求n的最大值．

解：设
[image: image1252.wmf]12

n

aaa

L

，

，

，

中去掉
[image: image1253.wmf]i

a

后剩下的n－1个数的算术平均数为正整数
[image: image1254.wmf]i

b

，
[image: image1255.wmf]12

in

=

L

，

，

，

．即 
[image: image1256.wmf]12

()

1

ni

i

aaaa

b

n

+++-

=

-

L

．
于是，对于任意的1≤
[image: image1257.wmf]ij

<

≤n，都有


[image: image1258.wmf]1

ji

ij

aa

bb

n

-

-=

-

，

从而                    
[image: image1259.wmf]1()

ji

naa

--

．                ………………5分
由于 
[image: image1260.wmf]1

1

2008

11

n

n

aa

bb

nn

-

-==

--

是正整数，故

                       
[image: image1261.wmf]3

12251

n

-´

．                 ………………10分
由于         
[image: image1262.wmf](

)

(

)

(

)

11221

1

nnnnn

aaaaaaa

---

-=-+-++-

L


                 
[image: image1263.wmf]≥
[image: image1264.wmf](

)

(

)

(

)

2

111(1)

nnnn

-+-++-=-

L

，

所以，
[image: image1265.wmf]2

(1)

n

-

≤2008，于是n ≤45.                 

    结合
[image: image1266.wmf]3

12251

n

-´

，所以，n ≤9．                   ………………15分
另一方面，令
[image: image1267.wmf]123

801,811,821

aaa

=´+=´+=´+

，…，
[image: image1268.wmf]8

871

a

=´+

，


[image: image1269.wmf]9

82511

a

=´+

，则这9个数满足题设要求．

    综上所述，n的最大值为9.                         ………………20分
中国教育学会中学数学教学专业委员会
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1．若
[image: image1270.wmf]20  10

ab

bc

==

，

，则
[image: image1271.wmf]ab
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解：
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    由题设得
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代数式变形，同除b

2．若实数a，b满足
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 EMBED Equation.DSMT4 \* MERGEFORMAT [image: image1280.wmf]2
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解．C
因为b是实数，所以关于b的一元二次方程
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[image: image1286.wmf]2

-

或 a≥4．

方程思想，未达定理；要解一元二次不等式
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3．如图，在四边形ABCD中，∠B＝135°，∠C＝120°，AB=
[image: image1287.wmf]23

，BC=
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解：D[image: image1834.emf]�
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如图，过点A，D分别作AE，DF垂直于直线BC，垂足分别为E，F．
由已知可得
[image: image1835.png]


BE=AE=
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，
于是 EF＝4＋
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．
过点A作AG⊥DF，垂足为G．在Rt△ADG中，根据勾股定理得

AD
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勾股定理、涉及双重二次根式的化简，补全图形法

4．在一列数
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（取整符号
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表示不超过实数
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解：B
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可得
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因为2010=4×502+2，所以
[image: image1318.wmf]2010
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高斯函数；找规律。
[image: image1836.png]


5．如图，在平面直角坐标系xOy中，等腰梯形ABCD的顶点坐标分别为A（1，1），B（2，－1），C（－2，－1），D（－1，1）．y轴上一点P（0，2）绕点A旋转180°得点P1，点P1绕点B旋转180°得点P2，点P2绕点C旋转180°得点P3，点P3绕点D旋转180°得点P4，……，重复操作依次得到点P1，P2，…， 则点P2010的坐标是（    ）．                   
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解：B由已知可以得到，点
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根据对称关系，依次可以求得：
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由于2010=4
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502+2，所以点
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的坐标为（2010，
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二、填空题
6．已知a＝
[image: image1338.wmf]5

－1，则2a3＋7a2－2a－12 的值等于             ．
  解：0

  由已知得 (a＋1)2＝5，所以a2＋2a＝4，于是
2a3＋7a2－2a－12＝2a3＋4a2＋3a2－2a－12＝3a2＋6a－12＝0．
7．一辆客车、一辆货车和一辆小轿车在一条笔直的公路上朝同一方向匀速行驶．在某一时刻，客车在前，小轿车在后，货车在客车与小轿车的正中间．过了10分钟，小轿车追上了货车；又过了5分钟，小轿车追上了客车；再过t分钟，货车追上了客车，则t＝             ．
解：15
设在某一时刻，货车与客车、小轿车的距离均为S千米，小轿车、货车、客车的速度分别为
[image: image1339.wmf]abc
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（千米/分），并设货车经x分钟追上客车，由题意得
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由①②，得
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8．如图，在平面直角坐标系xOy中，多边形OABCDE的顶点坐标分别是O（0，0），A（0，6），B（4，6），C（4，4），D（6，4），E（6，0）．若直线l经过点M（2，3），且将多边形OABCDE分割成面积相等的两部分，则直线l的函数表达式是              ．
[image: image1840.png]:
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解：
[image: image1345.wmf]111

33

yx

=-

+


如图，延长BC交x轴于点F；连接OB，AF
[image: image1346.wmf]；
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CE，DF，且相交于点N．
由已知得点M（2，3）是OB，AF的中点，即点M为矩形ABFO的中心，所以直线
[image: image1347.wmf]l

把矩形ABFO分成面积相等的两部分．又因为点N（5，2）是矩形CDEF的中心，所以，
过点N（5，2）的直线把矩形CDEF分成面积相等的两部分．
于是，直线
[image: image1348.wmf]MN

即为所求的直线
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设直线
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的函数表达式为
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解得 
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的函数表达式为
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9．如图，射线AM，BN都垂直于线段AB，点E为AM上一点，过点A作BE的垂线AC分别交BE，BN于点F，C，过点C作AM的垂线CD，垂足为D．若CD＝CF，则
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解： 
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见题图，设
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10．对于i=2，3，…，k，正整数n除以i所得的余数为i－1．若
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解：
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三、解答题（共4题，每题20分，共80分）

11．如图，△ABC为等腰三角形，AP是底边BC上的高，点D是线段PC上的一点，BE和CF分别是△ABD和△ACD的外接圆直径，连接EF. 求证： [image: image1842.png]
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证明：如图，连接ED，FD. 因为BE和CF都是直径，所以

ED⊥BC，   FD⊥BC，

因此D，E，F三点共线.   …………（5分）
连接AE，AF，则


[image: image1388.wmf]AEFABCACBAFD
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，
所以，△ABC∽△AEF.    …………（10分）
作AH⊥EF，垂足为H，则AH=PD. 由△ABC∽△AEF可得
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12．如图，抛物线
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相交于点A，B. 已知点A的坐标为（1，4），点B在第三象限内，且△AOB的面积为3（O为坐标原点）.

（1）求实数a，b，k的值；

（2）过抛物线上点A作直线AC∥x轴，交抛物线于另一点C，求所有满足△EOC∽△AOB的点E的坐标.

解：（1）因为点A（1，4）在双曲线
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    解得
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（2）如图，因为AC∥x轴，所以C（
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设抛物线
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0）与x轴负半轴相交于点D， 则点D的坐标为（
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  13．求满足
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k

=

.

    于是
[image: image1471.wmf]421

2

mp

mp

-=+

ì
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î

，

，


这不可能. 

当
[image: image1472.wmf]5

p

=

时，
[image: image1473.wmf]2

263

mm

-=

，
[image: image1474.wmf]9

m

=

；当
[image: image1475.wmf]3

p

=

，
[image: image1476.wmf]2

229

mm

-=

，无正整数解；当
[image: image1477.wmf]2

p

=

时，
[image: image1478.wmf]2

218

mm

-=

，无正整数解. 

综上所述，所求素数p=5，正整数m=9.                 …………（20分）
14．从1，2，…，2010这2010个正整数中，最多可以取出多少个数，使得所取出的数中任意三个数之和都能被33整除？

解：首先，如下61个数：11，
[image: image1479.wmf]1133

+

，
[image: image1480.wmf]11233

+´

，…，
[image: image1481.wmf]116033

+´

（即1991）满足题设条件.                               …………（5分）
    另一方面，设
[image: image1482.wmf]12

n

aaa

<<<

L

是从1，2，…，2010中取出的满足题设条件的数，对于这n个数中的任意4个数
[image: image1483.wmf]ijkm

aaaa

，

，

，

，因为


[image: image1484.wmf]33()

ikm

aaa

++

，   
[image: image1485.wmf]33()

jkm

aaa

++

，

所以                        
[image: image1486.wmf]33()

ji

aa

-

.

因此，所取的数中任意两数之差都是33的倍数.        …………（10分）
设
[image: image1487.wmf]1

33

ii

aad

=+

，i=1，2，3，…，n.

由
[image: image1488.wmf]123

33()

aaa

++

，得
[image: image1489.wmf]123

33(33333)

add

++

，

所以
[image: image1490.wmf]1

333

a

，
[image: image1491.wmf]1

11

a

，即
[image: image1492.wmf]1

a

≥11.                 …………（15分）

[image: image1493.wmf]1

33

n

n

aa

d

-

=

≤
[image: image1494.wmf]201011

61

33

-

<

，

故
[image: image1495.wmf]n

d

≤60. 所以，n≤61.

综上所述，n的最大值为61.                        …………（20分）
2011年全国初中数学联赛决赛试卷

（4月10日 上午8：45——11：15）

考生注意：1．本试卷共三大题（13个小题），全卷满分140分．

2．用圆珠笔、签字笔或钢笔作答．

3．解题书写不要超出装订线．

4．不能使用计算器．

一、选择题（本题满分42分，每小题7分）

1．一个凸多边形的每一个内角都等于150°，则这个凸多边形所有对角线的条数总共有（   ）

A．42条     B．54条     C．66条     D．78条

2．如图，矩形ABCD的对角线相交于O，AE平分∠BAD交BC于E．若∠CAE＝15°，则∠BOE＝（  ）

A．30°     B．45°     C．60°     D．75°

3．设方程
[image: image1496.wmf]()()0

xaxbx

---=

的两根是c，d，则方程
[image: image1497.wmf]()()0

xcxdx

--+=

的根分别是（   ）

A．a，b     B．－a，－b      C．c，d      D．－c，－d
4．若不等式
[image: image1498.wmf]2133

xxa

-+-£

有解，则实数a的最小值是（    ）

A．1     B．2      C．4     D．6

5．若一个三角形的任意两条边都不相等，则称它为“不规则三角形”．用一个正方体上的任意三个顶点构成的所有三角形中，“不规则三角形”的个数是（   ）

A．18       B．24       C．30        D．36

6．不定方程
[image: image1499.wmf]22

25

xy

-=

的正整数解（x，y）的组数是（    ）

A．0组      B．2组      C．4组     D．无穷多组．

二、填空题（本大题满分28分，每小题7分）

本题共有4小题，要求直接将答案写在横线上．

1．二次函数
[image: image1500.wmf]2

2

yxax

=-+

的图象关于直线x=1对称，则y的最小值是__________．

2．已知
[image: image1501.wmf]31

a

=-

，则
[image: image1502.wmf]201220112010

22

aaa

+-

的值为_____________．

3．已知△ABC中，AB＝
[image: image1503.wmf]39

，BC＝6，CA＝
[image: image1504.wmf]3

，点M是BC的中点，过点B作AM延长线的垂线，垂足为D，则线段BD的长度是_______________．

4．一次棋赛，有n个女选手和9n个男选手参赛，每位选手都与其余10n－1个选手各对局一次．计分方式为：胜者得2分，负者得0分，平局各得1分．比赛结束后统计发现，所有男选手的得分总和是所有女选手得分总和的4倍．则n的所有可能值是__________．

三、解答题（本题共三小题，第1题20分，第2、3题各25分）

1．（本题满分20分）

已知x1，x2是关于x的一元二次方程
[image: image1505.wmf]22

(31)210

xaxa

+-+-=

的两个实数根，使得
[image: image1506.wmf]1212

(3)(3)80

xxxx

--=-

成立．求实数a的所有可能值．

2．（本题满分25分）

抛物线
[image: image1507.wmf]2

yaxbxc

=++

的图象与x轴有两个交点M（x1，0），N（x2，0），且经过点A（0，1），其中0<x1<x2．过点A的直线l与x轴交于点C，与抛物线交于点B（异于点A），满足△CAN是等腰直角三角形，

且S△BMN=
[image: image1508.wmf]5

2

S△AMN．求该抛物线的解析式．

3．（本题满分25分）

如图，AD、AH分别是△ABC（其中AB>AC）的角平分线、高线，M是AD的中点．△MDH的外接圆交CM于E．求证：∠AEB＝90°．

2011年全国初中数学联合竞赛

试题参考答案

说明：评阅试卷时，请依据本评分标准：选择题和填空题只设7分和0分两档；其余各题,请严格按照本评分标准规定的评分档次给分,不要再增加其他中间档次.如果考生的解答方法和本解答不同,只要思路合理,步骤正确,在评卷时请参照本评分标准划分的档次,给予相应的分数.

一、选择题(本题满分42分，每小题7分)

1、B    凸多边形的每一个外角都等于30°,则n=12,这个凸多边形所有对角线的条数总共有
[image: image1509.wmf](3)

54

2

nn
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=


2、D     AB=AO=BO=BE

3、A     
[image: image1510.wmf]2

()()0(1)0

xaxbxxabxab

---=Þ-+++=



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image1511.wmf]1212

1;

xxabcdxxabcd

+=++=+==



[image: image1512.wmf]2

()()0(1)0

xcxdxxcdxcd

--+=Þ-+-+=



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image1513.wmf]1212

1;

xxcdabxxcdab

+=+-=+==


故
[image: image1514.wmf]12

,

xaxb

==


4、C   设
[image: image1515.wmf]2133

yxx

=-+-

，讨论当
[image: image1516.wmf]1;13;3

xxx

<££>

，得出当x=3时y的最小值为4.

5、B   如图，当选定一个面的一条对角线后，对应了两个“不规则三角形”，而每个面有2条，一共有8个面，故有2×2×8=24
6、A

二、填空题（本题满分28分，每小题7分）

 1、1      2、0       3、
[image: image1517.wmf]2

3

     4、1

三、解答题（本题共三小题，第1题20分，第2、3题各25分）

1、（本题满分20分）

   已知
[image: image1518.wmf]2

1

,

x

x

是关于
[image: image1519.wmf]x

的一元二次方程
[image: image1520.wmf]0
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2

)
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3

(

2
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=
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+

a

x

a

x

的两个实数根，使得
[image: image1521.wmf]80

)
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1

2
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x

x

x

x

成立。求实数
[image: image1522.wmf]a

的所有可能值。

`解：由条件知
[image: image1523.wmf]0
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D
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，

解得
[image: image1524.wmf]5

³

a

或
[image: image1525.wmf]1

£

a

．                                         （5分）

又由根与系数的关系知
[image: image1526.wmf])
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x
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，
[image: image1527.wmf]1
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于是
[image: image1528.wmf]2
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(
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[image: image1529.wmf]19
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-
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，             （10分）

由
[image: image1530.wmf]80

19

18

5

2

-

=
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-

a

a

，解得
[image: image1531.wmf]3

=

a

（舍去）或
[image: image1532.wmf]5

33

-

=

a

．  （15分）

于是
[image: image1533.wmf]5

33

-

=

a

．综上所述，所求的实数
[image: image1534.wmf]5

33

-

=

a

．            （ 20分 ）

2、（本题满分25分）

抛物线
[image: image1535.wmf]c

bx

ax

y

+

+

=

2

的图象与
[image: image1536.wmf]x

轴有两个交点
[image: image1537.wmf])
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(

),
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1

x

N

x

M

，且经过点
[image: image1538.wmf])

1
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(

A

，其中
[image: image1539.wmf]2

1
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x

x

<

<

．过点
[image: image1540.wmf]A

的直线
[image: image1541.wmf]l

与
[image: image1542.wmf]x

轴交于点
[image: image1543.wmf].

C

，与抛物线交于点
[image: image1544.wmf]B

（异于点
[image: image1545.wmf]A

），满足
[image: image1546.wmf]CAN

D

是等腰直角三角形，且
[image: image1547.wmf]AMN

BMN

S

S

D

D

=

2

5

．求该抛物线的解析式．

解：由条件知该抛物线开口向上，与
[image: image1548.wmf]x

的两个交点在
[image: image1549.wmf]y

轴的右侧．

由于
[image: image1550.wmf]CAN

D

是等腰直角三角形，故点
[image: image1551.wmf]C

在
[image: image1552.wmf]x

轴的左侧，且
[image: image1553.wmf]o
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．

故
[image: image1554.wmf]o
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，从而
[image: image1555.wmf])
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，
[image: image1556.wmf])
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．                 （5分）

于是直线
[image: image1557.wmf]l

的方程为：
[image: image1558.wmf]1
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y

．

设
[image: image1559.wmf])
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，由
[image: image1560.wmf]AMN
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知
[image: image1561.wmf]2
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，               （10分）

从而
[image: image1562.wmf]2
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x

，即
[image: image1563.wmf])
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B

．                                 （15分）

综上可知，该抛物线通过点
[image: image1564.wmf])
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，
[image: image1565.wmf])
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，
[image: image1566.wmf])
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于是
[image: image1567.wmf]ï
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解得
[image: image1568.wmf]ï
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．

所以所求抛物线的解析式为
[image: image1569.wmf]1
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．                （25分）

3、（本题满分25分）

如图，
[image: image1570.wmf]AD

、
[image: image1571.wmf]AH

分别是
[image: image1572.wmf]ABC

D

（其中
[image: image1573.wmf]AC

AB

>

）的角平分线、高线，
[image: image1574.wmf]M

是
[image: image1575.wmf]AD

的中点．
[image: image1576.wmf]MDH

D

的外接圆交
[image: image1577.wmf]CM

于
[image: image1578.wmf]E

．求证：
[image: image1579.wmf]o
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证明：如图，连结
[image: image1580.wmf]EH

MH
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[image: image1581.wmf]M

是
[image: image1582.wmf]AHD
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斜边
[image: image1583.wmf]AD
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∴
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                     （5分）

∴
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∴
[image: image1593.wmf]MH
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          （15分）

∴
[image: image1595.wmf]MC
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∴
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∴
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[image: image1601.wmf]MCA

MAC

DHE

Ð

+

Ð

+

Ð

=
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∴
[image: image1603.wmf]E
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[image: image1604.wmf]o
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.           （25分）
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全国初中数学竞赛试题
一、选择题（共5小题，每小题7分，共35分）
1．如果实数a，b，c在数轴上的位置如图所示，那么代数式
可以化简为（    ）． 

（A）2ca       （B）2a2b      （C）a        （D）a
2．如果正比例函数y = ax（a ≠ 0）与反比例函数y =
（b ≠0 ）的图象有两个交点，其中一个交点的坐标为（－3，－2），那么另一个交点的坐标为（    ）．

（A）（2，3）   （B）（3，－2）  （C）（－2，3） （D）（3，2）

3．如果
为给定的实数，且
，那么
这四个数据的平均数与中位数之差的绝对值是（    ）．

    （A）1       （B）
      （C）
        （D）

4．小倩和小玲每人都有若干面值为整数元的人民币．小倩对小玲说：“你若给我2元，我的钱数将是你的n倍”；小玲对小倩说：“你若给我n元，我的钱数将是你的2倍”，其中n为正整数，则n的可能值的个数是（    ）．

（A）1         （B）2        （C）3        （D）4

5．一枚质地均匀的正方体骰子的六个面上的数字分别是1，2，3，4，5，6．掷两次骰子，设其朝上的面上的两个数字之和除以4的余数分别是0，1，2，3的概率为
，则
中最大的是（    ）．

（A）
       （B）
      （C）
         （D）

二、填空题（共5小题，每小题7分，共35分）
6．按如图的程序进行操作，规定：程序运行从“输入一个值x”到“结果是否>487？”为一次操作. 如果操作进行四次才停止，那么x的取值范围是          .




7．如图，正方形ABCD的边长为2
，E，F分别是AB，BC的中点，AF与DE，DB分别交于点M，N，则△DMN的面积是           .

8．如果关于x的方程x2+kx+
k2－3k+
= 0的两个实数根分别为
，
，那么
 的值为          ．

9．2位八年级同学和m位九年级同学一起参加象棋比赛，比赛为单循环，即所有参赛者彼此恰好比赛一场．记分规则是：每场比赛胜者得3分，负者得0分；平局各得1分. 比赛结束后，所有同学的得分总和为130分，而且平局数不超过比赛局数的一半，则m的值为         .

10．如图，四边形ABCD内接于⊙O，AB是直径，AD = DC. 分别延长BA，CD，交点为E.  作BF⊥EC，并与EC的延长线交于点F.  若AE = AO，BC = 6，则CF的长为        .


三、解答题（共4题，每题20分，共80分）

11．已知二次函数
，当
时，恒有
；关于x的方程
的两个实数根的倒数和小于
．求
的取值范围．

12．如图，⊙O的直径为
，⊙O 1过点
，且与⊙O内切于点
．
为⊙O上的点，
与⊙O 1交于点
，且
．点
在
上，且
，BE的延长线与⊙O 1交于点
，求证：△BOC∽△
．


13．已知整数a，b满足：a－b是素数，且ab是完全平方数. 当a≥2012时，求a的最小值.

14．求所有正整数n，使得存在正整数
，满足
，且
.
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全国初中数学竞赛试题参考答案

一、选择题

1．C
解：由实数a，b，c在数轴上的位置可知


，且
，

所以  

．   
2．D

解：由题设知，
，
，所以
.

解方程组
得
  

所以另一个交点的坐标为（3，2）.

注：利用正比例函数与反比例函数的图象及其对称性，可知两个交点关于原点对称，因此另一个交点的坐标为（3，2）.

3．D

    解：由题设知，
，所以这四个数据的平均数为


，

中位数为             
，

于是                   
.

4．D

解：设小倩所有的钱数为x元、小玲所有的钱数为y元，
均为非负整数. 由题设可得



消去x得                (2y－7)n = y+4，

               2n =
.

因为
为正整数，所以2y－7的值分别为1，3，5，15，所以y的值只能为4，5，6，11．从而n的值分别为8，3，2，1；x的值分别为14，7，6，7．

5．D

解：掷两次骰子，其朝上的面上的两个数字构成的有序数对共有36个，其和除以4的余数分别是0，1，2，3的有序数对有9个，8个，9个，10个，所以
，因此
最大．

二、填空题
6．7＜x≤19

解：前四次操作的结果分别为

 3x－2，3(3x－2)－2 = 9x－8，3(9x－8)－2 = 27x－26，3(27x－26)－2 = 81x－80.

由已知得       27x－26≤487，

                   81x－80＞487.

解得  7＜x≤19.

容易验证，当7＜x≤19时，
≤487 
≤487，故x的取值范围是

7＜x≤19．

7．8

解：连接DF，记正方形
的边长为2
. 由题设易知△
∽△
，所以

 
，

由此得
，所以
.

在Rt△ABF中，因为
，所以


，

于是             
.

由题设可知△ADE≌△BAF，所以 
，

      
.

于是        
，


，

                 
.  

又
，所以
. 

因为
，所以
.

8．

解：根据题意，关于x的方程有


=k2－4
≥0，

由此得                           (k－3)2≤0．  

又(k－3)2≥0，所以(k－3)2=0，从而k=3. 此时方程为x2+3x+
=0，解得x1=x2=
. 

故
=
=
．

9．8

解：设平局数为
，胜（负）局数为
，由题设知


，

由此得0≤b≤43.

     又 
，所以
. 于是

                     0≤
≤43，

87≤
≤130，

由此得 
，或
.

当
时，
；当
时，
，


，不合题设.

故
．


10．

解：如图，连接AC，BD，OD. 

由AB是⊙O的直径知∠BCA =∠BDA = 90°.

依题设∠BFC = 90°，四边形ABCD是⊙O

的内接四边形，所以

∠BCF =∠BAD,

所以 Rt△BCF∽Rt△BAD ，因此 
.

因为OD是⊙O的半径，AD = CD，所以OD垂直平分AC，OD∥BC， 

于是 
. 因此


.

由△
∽△
，知
．因为
，

所以 
，BA=
AD ，故



.

三、解答题

11．解： 因为当
时，恒有
，所以


，

即
，所以
．        ………（5分）
当
时，
≤
；当
时，
≤
，即


≤
，

且                    
≤
，

解得
≤
．                   ………（10分）
设方程
的两个实数根分别为
，由一元二次方程根与系数的关系得


．

因为
，所以


，

解得
，或
．

因此
．                  …………（20分）
12． 证明：连接BD，因为
为
的直径，所以
．又因为
，所以△CBE是等腰三角形．

             …………（5分）
设
与
交于点
，连接OM，则
．又因为
，所以



．              

…………（15分）
又因为
分别是等腰△
，等腰△
的顶角，所以

△BOC∽△
．           …………（20分）
13．解：设a－b = m（m是素数），ab = n2（n是正整数）. 

因为                  (a+b)2－4ab = (a－b)2，

所以                  (2a－m)2－4n2 = m2，

 (2a－m+2n)(2a－m－2n) = m2.     ………（5分）
因为2a－m+2n与2a－m－2n都是正整数，且2a－m+2n＞2a－m－2n (m为素数)，所以

            2a－m+2n
m 2，2a－m－2n
1.

解得               a

，


. 
于是               
= a－m

.           …………（10分）
又a≥2012，即
≥2012.

又因为m是素数，解得m≥89. 此时，a≥
=2025.

当
时，
，
，
.

因此，a的最小值为2025.                        …………（20分）
14．解：由于
都是正整数，且
，所以


≥1，
≥2，…，
≥2012．

于是  
≤
．…………（10分）
当
时，令
，则 


.…………（15分）
    当
时，其中
≤
≤
，令 


，则  



．

综上，满足条件的所有正整数n为
．   …………（20分）
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