竞赛讲座(34)

一次方程与一次不等式

　　1.一次方程(组)
　　一次方程(组)是最简单的方程，是进一步研究函数、方程、不等式等的基础，先看一个含字母系数的一元一次方程的讨论.

　　例1(第36届美国中学数学竞赛题)设a，a'b，b'是实数，且a和a'不为零，当且仅当( )时，ax+b=0的解小于a'x+b'=0的解.

　　(A)a'b<a?b?< (B)ab? 

　　(D) (E) 解 ∵a≠0,∴ax+b=0的解是 ，

　　∵a'≠0,∴a'x+b'=0的解是 ，

　　根据题意得 .

　　故应选(E).

　　例2 (第4届美国数学邀请赛试题)若x1,x2,x3,x4和x5满足下列方程组：

　　①
　　②③④⑤
　　确定3x4+2x5的值.

　　解 将已知的五个方程加起来，然后，把所得方程的两边除以6得

　　x1+x2+x3+x4+x5=31, (*)

　　由第4、第5个方程分别减去方程(*)，得

　　x4=17, x5=65,

　　∴ 3x4+2x5=181
　　说明，上面解答所提供的用31代换x1+x2+x3+x4+x5的整体代换方法是一种重要的解题策略.

　　例3(1982年天津初中数学竞赛题)已知关于x，y的二元一次方程(a-1)x+(a+2)y+5-2a=0，当a每取一个值时就有一个方程，而这些方程有一个公共解，你能求出这个公共解，并证明对任何a值它都能使方程成立吗?

　　分析 依题意，即要证明存在一组与a无关的x，y的值，使等式(a-1)x+(a+2)y+5-2a=0恒成立，令a取两个特殊值(如a=1或a=-2)，可得两个方程，解由这两个方程构成的方程组得到一组解，再代入原方程验证，如满足方程则命题获证，

　　我们也可以这样想：将原方程整理成为形如

　　a(x+y-2)+(-x+2y+5)=0

　　将原方程转化为关于字母a的一元一次方程，由题知该方程对a取任意值成立必须且只须

　　x+y-2=0,同时-x+2y+5=0.

　　联立以上两方程易得原方程的解.

　　以上所提出的两种解法将在本书的其它部分有更详细的讲述.

2.一次不等式
　　解一元一次不等式主要依据下列不等式的性质：

　　(1)不等式的两边加上(或减去)同一个实数，所得不等式与原不等式同向;

　　(2)不等式两边乘以(或除以)同一个正数，所得不等式与原不等式同向;

　　(3)不等式两边乘以(或除以)同一个负数，所得不等式与原不等式反向.

　　例4(上海1989年初二竞赛题)如果关于x的不等式(2a-b)x+a-5b>0的解为 ，那么关于x的不等式ax>b的解是多少?

　　分析由(2a-b)x+a-5b>0可得(2a-b)x>5b-a,注意到题目已给出的解得知仅当2a-b<0时，有

　　.故，对不等式ax>b,当a>0时，x> ,a<0,x> 例5(1973年加拿大中学生竞赛题)求满足|x+3|-|x-1|=x+1的一切实数解.

　　分析 解绝对值方程的关键是去绝对值符号，令x+3=0,x-1=0，分别得x=-3,x=1,-3,1将全部实数分成3段：x<-3或-3≤x<1或x≥1，然后在每一段上去绝对值符号解方程，例如，当x<-3时，|x+3|=-x-3,|x-1|=1-x,故方程化为-x-3+x-1=x+1，∴x=-5，x=-5满足x<-3，故是原方程的一个解，求出每一段上的解，将它们合并，便得到原方程的全部解，这种方法叫做“零点”分段法，x=-3，x=1叫做零点.

　　例6(1978年上海竞赛题)解绝对值不等式|x-5|-|2x+3|<1.

　　解 令x-5=0,或2x=3=0,得x=5,或x= ,它们将实数分成三部分，如图4-1(此处无图).

　　原不等式的解由下面三个不等式组的解的全体组成：

　　(Ⅰ) (Ⅱ) (Ⅲ) 由(Ⅰ)得x<-7;由(Ⅱ)得 <X<-7或x>.

　　例7(1978年广东数学竞赛试题)不等式|x|+|y|<100的整数解有多少组(x≠y)?

　　解 |x|+|y|<100，∴0≤|x|≤99，0≤|y|≤99，故x、y分别可取-99到99之间的199个整数，且x≠y，现将所有可能的情况列有如下：(此处无表)

　　故满足不等式|x|+|y|<100且x≠y的整数解组数为：

　　198+2(1+3+…+99)+2(100+102+…+196)=198+ =198+100×50+296×49=19702(组).

　　若有依次排列着的一列数，每后一个数与它前面一个数的差总等于一个常数，我们称这一列数形成一个等差数列，依据这一概念我们来解答下面这个题目.

　　例8(1988年日本大学入学试题)设有满足1<A<B<C的四个数1，A，B，C，其中两两之和组成的六个数各不相同，而把它们从小到大排起来形成一个等差数列，且其和为201，求A、B、C之值.< p> 

　　解由条件知其两两之和为六个数，且有关系式

　　1+a<1+b<1+c; a+b<A+C<B+C< p> 

　　1+b<a+c<> 

　　根据1+ c和a+b的大小关系可分为两种情况：

　　i)1+a<1+b<1+c<A+B<A+C<B+C;< p> 

　　ii)1+a<1+b<A+B<1+C<A+C<B+C.< p> 

　　在i)情况下，由等差数列性质知

　　(b+c)-(a+c)=(a+c)-(a+b)

　　=(c+b)-(1+c)

　　设公差为k，即

　　b-a=c-b=a+b-c-1=k从而有b=a+k c=b+k=a+2k 代入a+b-c-1=k中，得

　　a+a+k-a-2k-1=k

　　于是a=2k+1 b=3k+1 c=4k+1

　　又因为六个数之和为201，所以

　　3(a+b+c+1)=201 a+b+c=66

　　即(2k+1)+(3k+1)+(4k+1)=66 k=7

　　∴a=15 b=22 c=29
　　类似地在ii)情况下可解得

　　a=10 b=19 c=37

　3.二元一次不定方程
　　我们把形如ax+by=c(ab≠0)的方程叫做二元一次不定方程，在这里我们只研究方程系数a，b，c为整数的情况(以下不再作说明).关于二元一次不定方程的整数解，有下面的简单定理.

　　定理1 若a，b的最大公约数d不能整除c，则方程ax+by=c没有整数解.

　　以下约定记号(a，b)=1表示整数a，b互质.

　　定理2对于方程ax+by=c，(a，b)=1如果(x0，y0)是方程的一组整数解，那么

　　(t为整数)

　　是方程的全部整数解.

　　我们不证明这两个定理，定理的证明完全可以仿照下面例题的解答给出.

　　例9x,y是满足条件2x+3y=a的整数(a是整数)，证明必存在一整数b，使x，y能表示为x=-a+3b，y=a-2b的形式.

　　证明：∵2x+3y=a
　　，

　　∵ x，y是整数.

　　∴ 令 ，则y=a-2b.

　　这时， ，

　　2x+3y=2(3b-a)+3(a-2b)

　　=6b-2a+3a-6b=a

　　这说明整数b能使x=-a+3b，y=a-2b满足方程2x+3y=a.

　　上面证明中用到的辗转相除法实际上是解二元一次不定方程常用的方法.

　　例10求37x+41y=1的一组整数解.

　　解 37x+41y=1 即

　　为整数，这时x=+9+1=10，故x=10，y=-9是方程的一组整数解.

　　说明：本题只要求求出一组整数解，依定理2这个方程的全部整数解为：

　　(t为参数)

　　例11 小张和他的朋友小王两人都有工作，小张每工作八天后休息一天，小王每工作五天后休息一天，小张今天休息，小王明天休息，问他们哪天(如果有这一天的话)一同休息?

　　解 出题设知小张工作周期是9天，小王工作周期是6天.如果他们在某天一同休息，则可设小张已工作了x周，小王已工作了y周，据题意列方程：

　　9x-6y =1.

　　显然 31(9x-6y)，3 1，所以方程无整数解，

　　故小张和小王不可能同一天休息.

　　例12 (中国古代数学问题)百钱买百鸡，公鸡每只值5钱，母鸡每只值3钱，雏鸡每三只值1钱，问公、母、雏鸡各买了几只?

　　解设买公、母、雏鸡的数目分别为x、y、z只，则

　　①
　　②
　　②×3-①并化简得

　　7x+4y=100 ③
　　由于(-1，2)是方程7x+4y=1的一组解，所以(-100，200)是方程③的一组解，因此通解为:

　　∴ t=25，26，27，28，故公、母、雏鸡的数量分别为(0，25，79)，或(4，18，78)或(8，11，81)或(12，4，84).

练 习 四
　　1.选择题

　　(1)如果x<-2,那么|1-|1+x||的值应是( )

　　(A)x (B)-x (C)2+x (D)-2-x

　　(2)已知|x-1|+|x-2|-1，则x的值( )

　　(A)只能为1 (B)只能为2

　　(C)可能为任何实数 (D)为满足1≤x≤2的一切实数

　　(3)(1987年全国竞赛题)已知方程|x|=ax+1有一个负根而没有正根，那么a的取值范围是( )

　　(A)a>-1 (B)a=1 (C)a≥1 (D)非上述答案

　　2.填空题

　　(1)读一本书，如一天读80页，需4天多读完，如一天读90页，需3天多读完，现为使每天读的页数与读完的天数相等，则每天应读____页.

　　(2)某班学生不到50人，在一次测验中，有 的学生得优， 的学生得及格，则不及格的学生有____人.

　　(3)(1989年上海初一试题)，方程

　　并且abc≠0，那么x____

　　(4)使得不等式3x-a≤0只有三个正整数解，那么这时正数a的取值范围是_____.

　　3.解不等式a(x-a)>x-1.

　　4.|x-5|-|2x+3|<1，求x的取值范围.

　　5.求11x+15y=7的全部整数解

　　6.用一元钱买15张邮票，其中有4分，8分，1角的三种邮票，问有多少种买法?

　　7.已知某个六位数 的首位移到末位而其余数字不动，所得新数 是原数的3倍，求原来的六位数.

　　8.(欧拉问题)一头猪卖 银币，有人用100个银币卖了这三种牲畜100头，问买猪、山羊、绵羊各几头?

　　9.(1978年武汉市数学竞赛题)解关于x1,x2,x3,…，xn-1,xn的方程组

　　x2+x3+x4+…+xn-1+xn=1,

　　x1+x3+x4+…+xn-1+xn=2,

　　x1+x2+x4+…+xn-1+xn=3,

　　………

　　x1+x2+x3+…+xn-1=n.

　　10.(第16届美国中学生数学竞赛题)求证：对每个正整数，恒存在它的某个整倍数，在十进制表示式中，用到所有的十个数字.

