数学奥赛辅导
第二讲    整除
知识、方法、技能
整除是整数的一个重要内容，这里仅介绍其中的几个方面：整数的整除性、最大公约数、最小公倍数、方幂问题。

Ⅰ.整数的整除性
初等数论的基本研究对象是自然数集合及整数集合。 我们知道，整数集合中可以作加、减、乘法运算，并且这些运算满足一些规律（即加法和乘法的结合律和交换律，加法与乘法的分配律），但一般不能做除法，即，如
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不一定是整数。 由此引出初等数论中第一个基本概念：整数的整除性。

定义一：（带余除法）对于任一整数
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的约数，叫做
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的真约数。

0是任何整数的倍数，1是任何整数的约数。

任一非零的整数是其本身的约数，也是其本身的倍数。

由整除的定义，不难得出整除的如下性质：
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（3）若
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特别地，若
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（7）如在等式
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（8）n个连续整数中有且只有一个是n的倍数。

（9）任何n个连续整数之积一定是n的倍数。

本讲开始在整除的定义同时给出了约数的概念，又由上一讲的算术基本定理，我们就可以讨论整数的约数的个数了。

定理一：设大于1的整数
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事实上，由算术基本定理的推论知
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例如，25200=24·32·52·7，所以
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Ⅱ.最大公约数和最小公倍数
定义二：设
[image: image59.wmf]a

、
[image: image60.wmf]b

是两个不全为0的整数。若整数c满足：
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定义三：如果
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[image: image70.wmf]a

d

是

、
[image: image71.wmf]b

的公倍数。 
[image: image72.wmf]b

a

与

的公倍数中最小的正数称为
[image: image73.wmf]b

a

与

的最小公倍数，记为
[image: image74.wmf]]

,

[

b

a

。

最大公约数和最小公倍数的概念可以推广到有限多个整数的情形，并用
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中任何两个都互质，则称它们是两两互质的。注意，n个整数互质与n个整数两两互质是不同的概念，前者成立时后者不一定成立（例如，3，15，8互质，但不两两互质）；显然后者成立时，前者必成立。

因为任何正数都不是0的倍数，所以在讨论最小公倍数时，一般都假定这些整数不为0。同时，由于
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例如  3960=23·32·5·11，
      756=22·33·7，
则    （3960，756）=22·32=36，
     [3960，756]=23·33·5·7·11=83160。

求最大公约数也可以用辗转相除法，其理论依据是：
定理二：设a、b、c是三个不全为0的整数，且有整数t使得
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因为，若
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辗转相除法：设
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      ③
因为每进行一次带余除法，余数至少减1，即
[image: image97.wmf]1

1

+

>

>

>

>

n

n

r

r

r

b

L

，而b为有限数，因此，必有一个最多不超过b的正整数n存在，使得
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例如，（3960，756）=（756，180）=（180，36）=36。具体算式如下：
                [image: image101.png]5 (gr) 3960 (a) 756 (5) |4 (g)
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由定义和上述求法不难得出最大公约数和最小公倍数的如下性质：
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①可由③直接得到，②可由最小公倍数定义得，③根据①、②式知，
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这是一个求多个整数的最小公倍数的方法。它可用证明③类似的方法来证明。

Ⅲ.方幂问题

一个正整数
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能否表成
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能表为某整数的平方的数称为完全平方数。简称平方数，关于平方数，明显有如下一些简单的性质和结论：

（1）平方数的个位数字只可能是0，1，4，5，6，9。


（2）偶数的平方数是4的倍数，奇数的平方数被8除余1，即任何平方数被4除的余数只能是0或1。


（3）奇数平方的十位数字是偶数。


（4）十位数字是奇数的平方数的个位数一定是6。


（5）不能被3整除的数的平方被3除余1，能被3整除的数的平方能被3整除。因而，平方数被9除的余数为0，1，4，7，且此平方数的各位数字的和被9除的余数也只能为0，1，4，7。


（6）平方数的约数的个数为奇数。


（7）任何四个连续整数的乘积加1，必定是一个平方数。


进一步研究可得到有关平方和的几个结论:


定理三：奇素数
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能表示成两个正整数的平方和的充要条件是
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定理四：设正整数
[image: image146.wmf]p

m

n

2

=

，其中
[image: image147.wmf]p

不再含平方因数，
[image: image148.wmf]n

能表示成两个整数的平方的充要条件是
[image: image149.wmf]p

没有形如
[image: image150.wmf]3

4

+

q

的质因数。


定理五：每个正整数都能表示成四个整数的平方和。


这几个定理的证明略。这里重点是介绍有关
[image: image151.wmf]k

方幂的解法技巧。
[image: image152.wmf]k

方幂中许多问题实质上是不定方程的整数解问题，比如著名的勾股数问题。

赛题精讲

例1：证明：对于任何自然数
[image: image153.wmf]n

和
[image: image154.wmf]k

，数
[image: image155.wmf]10

4

2

)

,

(

3

+

+

=

k

k

n

n

k

n

f

都不能分解成若干个连续的正整数之积。

（1981年全国高中联赛试题）

【证明】由性质9知，只需证明数
[image: image156.wmf])

,
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f

不能被一个很小的自然数
[image: image157.wmf]n

整除。因
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[image: image160.wmf])
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，因而
[image: image161.wmf])
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不能分解成三个或三个以上的连续自然数的积。


再证
[image: image162.wmf])
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不能分解成两个连续正整数的积。


由上知，
[image: image163.wmf])
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，因而只需证方程：
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无正整数解。而这一点可分别具体验算
[image: image165.wmf]2
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时，
[image: image166.wmf])
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均不是
[image: image167.wmf]1
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形的数来说明。


故
[image: image168.wmf])
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对任何正整数
[image: image169.wmf]n

、
[image: image170.wmf]k

都不能分解成若干个连续正整数之积。


例2： 设
[image: image171.wmf]p

和
[image: image172.wmf]q

均为自然数,使得
[image: image173.wmf].
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证明：
[image: image174.wmf]p

可被1979整除。                                  (第21届IMO试题)


【证明】
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 此式说明1979|1319！×
[image: image180.wmf].

p

由于1979为质数，且1979   1319！，故1979 | p。

【评述】把1979换成形如
[image: image181.wmf]2
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的质数，1319换成
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牛顿二项式定理和
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b

a

b

a

b

a

b

a

n

n

n

n

(

|

)

(

,

|

)

(

-

+

-

-
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为奇数)在整除问题中经常用到。


例3 ：对于整数
[image: image185.wmf]n

与
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，定义
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求证：
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可整除
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（1996加拿大数学竞赛试题）

【证明】当
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由于[…]能被
[image: image194.wmf]1
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上式中[…]能被
[image: image199.wmf]m
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也能被
[image: image201.wmf]m

整除。因
[image: image202.wmf]m

与2
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+1互质，所以
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[image: image206.wmf]m

+1）（即
[image: image207.wmf])
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）整除。


类似可证当
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时，F（2
[image: image209.wmf]m

+1，
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）能被F（2
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故
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整除。


例4 ：求一对整数
[image: image214.wmf]b
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，满足：(1)
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能被77整除。                                                  (第25届IMO试题)


【解】
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根据题设要求(1)(2)知，
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令
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(第15届美国普特南数学竞赛试题)


【评述】数学归纳法在整除问题中也有广泛应用。


例5：是否存在1000000个连续整数，使得每一个都含有重复的素因子，即都能被某个素数的平方所整除？

【解】存在。用数学归纳法证明它的加强命题：对任何正整数
[image: image227.wmf],
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存在
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个连续的整数，使得每一个都含有重复的素因子。


当
[image: image229.wmf]m

=1时，显然成立。这只需取一个素数的平方。


假设当
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 EMBED Equation.3  [image: image254.wmf]k
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例6：求证：
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（第1届美国数学奥林匹克竞赛试题）

【证明】设
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因此只需证明
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上式关于
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例7：设
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（1）现用反证法来证明
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例8：设
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（第26届IMO预选题）
【解】能过具体计算可猜想
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   此式不难用数学归纳法获证。
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（2）当当
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例9：
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盒子中各若干个球，每一次在其中
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个盒中加一球。求证：不论开始的分布情况如何，总可按上述方法进行有限次加球后使各盒中球数相等的充要条件是
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【证明】设
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例10：求所有这样的自然数
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